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I. Einfiihrung in die ’Uni-Mathematik’

An der Hochschule verwendet man in der Mathematik Definitionen, Aussagen, Sétze und
Beweise. Die folgenden Ausfithrungen sollen einen kurzen Einblick in diese Bezeichnungen
und Ausdriicke geben.

1. Definitionen

Definitionen sind terminologische Vereinbarungen.

Aufgrund von Definitionen konnen sprachliche Missverstiandnisse und Mehrdeutigkeiten, wie
sie in der Alltagssprache immer wieder auftreten (z.B. Schimmel: Pilz oder Pferd?), vermie-
den werden. Sie legen daher eindeutig fest, was unter einem bestimmten mathematischen
Begriff zu verstehen ist.

Das folgende Beispiel gibt eine Definition des Begriffes , Primzahl®:

Definition: Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl, die durch genau zwei natiirliche Zahlen
ohne Rest teilbar ist.

Besondere Bedeutung erlangen Definitionen durch die Auslese und Zusammenfassung ge-
wisser Eigenschaften. So sind nach obiger Definition die Zahlen 1, 4, 6, 8 keine Primzahlen,
wéhrend die Zahlen 2, 3, 5, 7 den Primzahlen zuzurechnen sind.

2. Aussagen
2.1. Begriffsbestimmung

Mathematische Sétze bestehen aus Aussagen:

Definition: Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das aufgrund seines Inhaltes
entweder wahr oder falsch ist.

Beispiele fiir Aussagen:

Koln liegt am Rhein. Hamburg liegt an der Donau.
Der Wal ist ein Fisch. 2859433 _ 1 ist eine Primzahl.
242=5 Es ist nicht richtig, dass 69 eine Primzahl ist.

Jeder dieser Aussagen kann eindeutig einer der Wahrheitswerte ,, wahr oder ,, falsch® zuge-
ordnet werden (Auch wenn wir dies nicht genau wissen oder nicht ohne fachménnische Hilfe
entscheiden koénnen).

Keine Aussagen sind dagegen:
Komm her! Die Zahl 5 ist grofler.

Gelb ist roter als blau. Regnet es?
r+3=28 2 ist eine interessante Zahl.



2.2. Verkniipfungen von Aussagen

Stellt man einer Aussage das Wort ,nicht“ voran oder verbindet man zwei Aussagen durch
Lsund oder ,oder, so entstehen dadurch wieder neue Aussagen.

Negation

Die Negation (Verneinung) ordnet jeder Aussage A ihre verneinte Aussage, geschrieben A

(oder auch —A), zu.

Beispiele zur Negation von Aussagen:

- A: Mainz liegt am Rhein.
A Mainz liegt nicht am Rhein.

- B: Alle Primzahlen sind ungerade.
B : Es gibt mindestens eine Primzahl, die gerade ist.
(nicht: Alle Primzahlen sind gerade.)
- C': Es gibt Vogel, die nicht fliegen konnen.
C': Alle Vogel konnen fliegen.

Ist eine Aussage wahr, so ist ihre Negation falsch.
Ist eine Aussage falsch, so ist ihre Negation wahr (s. obige Beispiele).

Bemerkung: Die Negation der Negation —(—A) einer Ausssage A entspricht der Aussage
A —(-A)=A

Und-Verkniipfung

Verbindet man zwei Aussagen A, B durch die Verkniipfung ,und“, so entsteht eine neue
Aussage ,A und B*“, geschrieben A A B.

Die Aussage A A B ist genau dann wahr, wenn beide Aussagen A und B wahr sind. Andern-
falls ist sie falsch. Die Aussage AA B wird also im Sinne von ,sowohl A als auch B “ verwendet.

Beispiele:

- Die Und-Verkniipfung der zwei wahren Aussagen A : 3 ist kleiner als 7.“und B : .3
ist eine Primzahl* ist die wahre Aussage AA B: ,,3 ist kleiner als 7 und eine Primzahl.*

- Die Und-Verkniipfung von A : 3 ist kleiner als 7.“ (wahr) und B : |3 ist eine gerade
Zahl.“ (falsch) ist die falsche Aussage AAB : 3 ist kleiner als 7 und eine gerade Zahl.“

Oder-Verkniipfung

Verbindet man zwei Aussagen A, B durch die Verkniipfung ,oder®, so erhélt man eine neue
Aussage ,A oder B, geschrieben AV B.

Die Aussage AV B ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen A, B
wahr ist.



Beispiele:

- Die Oder-Verkniipfung der zwei wahren Aussagen A : 3 ist kleiner als 7.“ und B : |8
ist eine Primzahl.” ist die wahre Aussage AV B: | 3 ist kleiner als 7 oder eine Primzahl.*

- Die Oder-Verkniipfung der wahren Aussage A : 3 ist kleiner als 7. mit der falschen
Aussage B : 3 ist keine Primzahl® ergibt die wahre Aussage AV B: 3 ist kleiner als
7 oder keine Primzahl.“

Beachte: A V B meint nicht das umgangssprachliche ausschlieffende Oder im Sinne von
sentweder A oder B“ - wie es z. B. in dem Satz ,,Morgen gehe ich ins Kino oder in die
Kneipe.”“ vorkommt. Stattdessen ist A V B eine wahre Aussage, wenn entweder A oder B
oder aber auch beide Aussagen wahr sind. ,, Oder” wird also wie im umgangssprachlichen
Beispiel ,Mdchten Sie Zucker oder Milch in Ihren Kaffee?“ verwendet.

3. Satze und Beweise
3.1. Satze

Mathematische Sétze treffen Aussagen iiber mathematische Sachverhalte.
Sie enthalten stets Voraussetzungen und Behauptungen. Die Voraussetzungen nennen
dabei die Bedingungen unter denen die Behauptung(en) gelten.

Beispiele:

- Satz: Jede von 2 verschiedene Primzahl p # 2 ist ungerade.

- Satz: Wenn die natiirliche Zahl a die natiirlichen Zahlen b und c teilt, dann teilt a
auch die Differenz b — ¢ der beiden Zahlen.

b

- Satz: Die lineare Gleichung ax + b = 0 besitzt fiir a # 0 genau eine Losung = —2;

fiir a = 0 und b # 0 keine Losung und fiir a = b = 0 ist jedes z € R Losung.

In diesen Sétzen werden Aussagen iiber ,alle von 2 verschiedenen Primzahlen®, | alle
natiirlichen Zahlen, die zwei andere natiirliche Zahlen teilen“ bzw. iiber ,alle linearen
Gleichungen“ (Voraussetzungen) gemacht. Andererseits kommen hier auch Aussagen
wie ,,ist ungerade Zahl“, |teilt die Differenz* bzw. ,besitzt genau eine Losung® (Be-
hauptungen) vor.

Verbunden sind Voraussetzungen und Behauptungen (explizit oder implizit) meist durch ei-
ne Wenn-dann-Aussage (Implikation):
Wenn die Voraussetzung A vorliegt, dann gilt die Behauptung B (Schreibweise: A = B).

Beachte: FEine Implikation A = B darf nicht einfach umgekehrt werden, da die Umkeh-
rung B = A moglicherweise nicht richtig ist.
Nicht giiltig ist beispielsweise die Umkehrung des ersten in diesem Abschnitt
genannten Beispiels: Jede ungerade Zahl ist eine von 2 verschiedene Primzahl.



Bemerkung: Es gibt auch Sétze der Form ,, Genau dann-wenn“. Damit ist die Aqui-
valenz A < B gemeint, d. h. es gilt sowohl die Implikation A = B als
auch die Implikation B = A.

Beispiel:

- Satz: In einem Dreieck gilt fiir seine Seitenldngen a, b, ¢ genau dann die Beziehung
a’ + b* = 2, wenn das Dreieck rechtwinklig ist.

3.2. Beweise

Die Aufgabe des Beweises besteht darin, durch logisches Schliefen die Giiltigkeit der Impli-
kation A = B nachzuweisen.

Dies kann grundsétzlich auf unterschiedlichste Arten erreicht werden. Wir unterscheiden hier
nur die zwei wichtigsten Beweismethoden, den direkten und den indirekten Beweis.

Direkter Beweis

Beim direkten Beweis wird von der Voraussetzung A (,,direkt*) auf die Behauptung B ge-
schlossen.

Bei folgendem Beispiel wird der Satz durch einen direkten Beweis verifiziert, da unmittelbar
zu Beginn des Beweises von der Voraussetzung A : ,n ist eine ungerade Zahl“ Gebrauch
gemacht wird:

Beispiel fiir einen Satz mit direktem Beweis:

Satz: Das Quadrat jeder ungeraden Zahl ergibt bei Division durch 8 den Rest 1.

Verdeutlichung der Aussage:

12 =1
32 = 9 = 8+1
52 = 25 = 24+ 1

72 = 49 = 48 +1

Beweis: Eine ungerade Zahl n kann man in der Form n =2-m + 1, m € N darstellen.
Somit gilt n? = (2m+1)>
= 4m*+4m+1
= 4-m-(m+1)+1

Nun ist aber entweder m oder m + 1 gerade;
daher ist das Produkt m - (m + 1) durch 2 teilbar und somit das Produkt
4-m-(m+1) durch 8 teilbar. (qed)

Indirekter Beweis
(auch Widerspruchsbeweis genannt)

Beim indirekten Beweis geht man von der Negation =B der zu beweisenden Behauptung B
aus und leitet durch logisches Schlieflen einen Widerspruch zu der Voraussetzung A (oder
einer anderen schon bekannten Tatsache C') ab.

Beim indirekten Beweis ,,tut man also so“, als ob das, was man zeigen will (B), falsch wére.



Dann schlussfolgert man so lange, bis man eine Aussage erhélt, die (zumindest bei Vorliegen
der Voraussetzung A) nicht richtig ist.

Da man beim logischen Schlieflen keinen Fehler gemacht hat, muss der Fehler in der Annah-
me B stecken. Mit anderen Worten: Die Annahme, die Behauptung B sei falsch, ist falsch.
Also muss die Behauptung B richtig sein (vgl. S. 4).

Das folgende Beispiel fiir einen Satz mit indirektem Beweis stammt von Euklid (300 v.Chr.):

Satz: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:

Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es nur endlich viele Primzahlen,
sagen wir n, aufgeschrieben p; (= 2), p2(= 3),ps, - - ., pn- Die grofite Primzahl wére also p;,.
Wir betrachten nun die Zahl N =py -ps-p3-... - pn + 1.

Diese Zahl kann keine Primzahl sein, denn sie ist ja grofler als die grofite Primzahl p,,.
Also muss sie von einer der Primzahlen py, ps, ..., p, geteilt werden, sagen wir von p;.

Nun teilt aber p; nicht nur NV, sondern auch die um 1 kleinere Zahl N —1 =p;-po-... - pp,
denn p; ist als Faktor in N — 1 enthalten.

Wenn aber eine Zahl Teiler von zwei anderen Zahlen ist, dann ist sie auch Teiler von deren
Differenz (Beispiel: 3 teilt 27 und 18; daher teilt 3 auch 27 — 18 = 9).

Da die Differenz in unserem Fall 1 ist, miisste p; Teiler der Zahl 1 sein.

Dies ist aber nicht moglich, da keine Primzahl - auch nicht p; - die Zahl 1 teilt.

Wir haben damit einen Widerspruch gefunden. Folglich war unsere Annahme falsch, und
es gibt tatsdchlich unendlich viele Primzahlen. (qed)

Bemerkung: Beim indirekten Beweis wird statt der Implikation A = B praktisch die ver-
neinte Umkehrung —B = —A (oder eine Variante davon) bewiesen.
Dies ist moglich weil Implikationen und ihre verneinten Umkehrungen dquiva-
lent sind, d.h. A = B ist genau dann wahr, wenn =B = —A wahr ist.

4. Mengen
4.1. Mengenbegriff

Waihrend wir uns bisher mit Begriffen der Logik und des mathematischen Schlielens beschéftigt
haben, wollen wir nun auf den Gegenstand mathematischer Untersuchungen eingehen. Es
handelt sich dabei in aller Regel (um mehr oder weniger strukturierte) Mengen. Der Begriff
der Menge spielt in der modernen Mathematik also eine fundamentale Rolle. Die urspriing-
liche Definition geht auf G. Cantor zuriick:

Definition: Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlunterscheidbaren, bestimmten
Objekten (Elementen) unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem
Ganzen.

Beispiele: - die Menge der im Raum anwesenden Studenten
- die Menge aller Teiler der Zahl 12
- die Menge P(M) der Teilmengen von M = {0, 1,2, 3}

Das Wort ,,wohlunterscheidbar fordert, dass geklart ist, was als gleich und was als verschie-
den anzusehen ist. In diesem Sinne sind % und 1,5 nicht wohlunterschieden, solange nicht
geklért ist, ob damit Zahlen oder Schreibfiguren (Schreibweisen) gemeint sind.



Das Wort ,, bestimmt“ meint, dass bei jedem Element eindeutig entscheidbar ist, ob es zu der
betreffenden Menge gehort oder nicht. In diesem Sinne ist die Menge aller guten Fufiball-
spieler einer Mannschaft keine Menge, solange nicht geklart ist, welche Spieler als ,,gut® zu
gelten haben.

Schreibweise: Ist m ein Element der Menge M, so schreibt man: m € M,
Ist m kein Element der Menge M, so schreibt man: m ¢ M.

Definition: Die Menge, die kein Element enthélt, heifit leere Menge.
Fiir sie schreiben wir entweder { } oder .

Beachte: Die leere Menge { } entspricht nicht der Menge {0}, die die Zahl 0 enthélt.

4.2. Beschreibung von Mengen

Man kann Mengen in aufzihlender Form oder in beschreibender Form angeben:

- in aufzdhlender Form:

die Menge der Teiler der Zahl 12 M ={1;2; 3; 4; 6; 12}
die Menge der Buchstaben des Wortes Mathe M ={M,a,t,h,e}
die Menge der geraden Zahlen M=1{2;4;6;8;...}

die Menge P(M) der Teilmengen von M = {0,1}  P(M) = {{ };{0};{1};{0;1}}

- in beschreibender Form:
die Menge der Teiler der Zahl 12 M ={neN|n teilt 12}

Dabei nennt man die Menge N der natiirlichen Zahlen Grundmenge.

4.3. Mengenrelationen
Definition: Zwei Mengen A und B heiflen gleich, wenn jedes Element von A auch Element
von B ist und jedes Element von B auch Element von A ist.

Beispiel: Ist A= {n € N|nist Teiler von 10} und B = {1,2,5,10}, so gilt A = B.

Definition: Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, geschrieben A C B, wenn jedes
Element von A auch Element von B ist.
(Ist die Menge A eine Teilmenge der Menge B, aber A # B, so kann man
auch A C B schreiben).

Beispiele: NCR |, {2} C{2,4,6} , 0CA



4.4. Mengenoperationen

Fiir Mengen A, B definiert man die Begriffe Schnitt- und Vereinigungsmenge sowie
Komplement- und Differenzmenge folgendermafien:

Definition:

Die Schnittmenge AN B von A und B besteht aus allen Elementen, die sowohl in A
als auch in B liegen.

Beispiel: Ist A=1{1;2; 3; 6} die Menge der Teiler von 6 und
B ={1;2;5; 10} die Menge der Teiler von 10, so gilt
ANB={1;2}

Die Vereinigungsmenge AU B von A und B besteht aus allen Elementen, die in A
oder 1n B enthalten sind.

Im obigen Beispiel: AU B ={1;2;3;5;6; 10}
Die Komplementmenge A einer (Teil)Menge A beziiglich einer Grundmenge G ist
die Menge aller Elemente der Grundmenge G, die nicht zu A gehoren.
Beispiel: Ist A = {1; 2; 3; 6} die Menge der Teiler von 6 bzgl. der Grundmenge
G ={1;2;3;4;5; 6}, so lautet die Komplementmenge A = {4; 5}.
Die Differenzmenge A\B besteht aus denjenigen Elementen, die zur Menge A aber
nicht zur Menge B gehoren.
Im obigen Beispiel: A\B = {3; 6} bzw. B\A={5; 10}

Man kann damit auch die Komplementmenge schreiben als: A = G\ A

Diese Mengen kann man anhand von sogenannten Venn-Diagrammen veranschaulichen:

A

B

Dabei ist hier: C =ANB , D=A\B , E=B\A, AUB=CUDUE.

4.5. Intervalle

Intervalle sind besondere Teilmengen der reellen Zahlen.

Ein Intervall besteht aus allen reellen Zahlen, die zwischen den im Intervall angegebenen
Grenzen liegen. Je nach Art der Klammern gehoren die Grenzen dazu oder nicht. Es gibt
fiir a < b folgende Intervalle:



abgeschlossen a;0) ={reR|a<z<b} =z B.
offen (a;0)={xeR|a<z<b} =z B.
links halboffen  (a;b) ={r € R|a <2z <b} =z B.
rechts halboffen [a;0) ={r e R|a <z <b} 1z B.

3;5] ={reR|3<x <5}
(2;7)={zeR|2<x<T}
(3;5]={r eR|3<ax <5}
[1;00)={zeR| 1<z < o0}

Bemerkung: In manchen Lehrbiichern werden statt runden Klammern auch , offene
Klammern® verwendet. Man schreibt dann

la; b statt
|a; b statt
la; b] statt

(a;0),
(a; 0],
a; D),



II. Der Aufbau des Zahlensystems

1. Die Menge der natiirlichen Zahlen N

Die natiirlichen Zahlen dienen zur Angabe einer Anzahl und zur Nummerierung, allgemein
also zum Zahlen. Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet:

N={1,2,3,...}.

Bei Hinzunahme der Null schreibt man Ny = {0,1,2,...}.

Die natiirlichen Zahlen lassen sich auf einem Zahlenstrahl anordnen:

Eigenschaften:

1. Die Menge N enthélt unendlich viele Elemente.

2. Addiert oder multipliziert man zwei natiirliche Zahlen, so ist das Ergebnis wieder eine
natiirliche Zahl. Man sagt: N ist beziiglich der Addition und der Multiplikation abge-
schlossen.

2. Die Menge der ganzen Zahlen 7Z

Die ganzen Zahlen werden eingefiihrt, damit jede Gleichung der Form a+x = b mit a,b € N
losbar ist. So ist z. B. x = —10 Losung der Gleichung 15+ x = 5.
Die Menge der ganzen Zahlen wird mit Z bezeichnet:

Z={.  —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}

Der Zahlenstrahl wird durch Hinzunahme der negativen Zahlen zur Zahlengeraden erweitert:

Eigenschaften

1.NCZ
2. Addiert, multipliziert oder subtrahiert man zwei ganze Zahlen, so erhélt man wieder eine
ganze Zahl. Man sagt: Z ist beziiglich dieser Rechenarten abgeschlossen.

Rechenregeln

Bei der Multiplikation ganzer Zahlen gelten u. a. folgende Rechengesetze:

Vorzeichenregeln: (+a)-(=b) = —(a-b) , (—a)-(=b) = a-b

Distributivgesetze: alb+c¢) = ab+ac : (a+0b)c = ac+be




3. Die Menge der rationalen Zahlen Q

Die rationalen Zahlen werden eingefiihrt, damit jede Gleichung der Form a - x = b mit
a,b € Z,a # 0 losbar wird. So ist z. B. x = % Losung der Gleichung 5 -z = 4.

Fiir die Menge der rationalen Zahlen schreiben wir:

Q = {g‘p,QGZ,q%O}

Eigenschaften:
1. NCZcCQ
Insbesondere ist jede ganze Zahl (und damit auch jede natiirliche Zahl) als Bruch dar-
stellbar (zB. 3=3=2 , —-1=22=21)

2. Die Menge Q ist beziiglich der Grundrechenarten abgeschlossen. Dabei ist aber die
Division durch 0 nicht erlaubt!

3. Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen liegen unendlich viele weitere rationale

Zahlen.
4. Jede rationale Zahl ldsst sich als endlicher oder unendlicher periodischer Dezimalbruch
darstellen.
Beispielsweise gilt 2 = £ =0,625 ; 3=0,3333...=0,3 ; & =0,14.
Darstellung:

Ein und dieselbe Bruchzahl kann durch Erweitern und Kiirzen unterschiedlich auf-
geschrieben werden.

Erweitern: % = % (a€Z; bkeZ\{0})
-k
Kiirzen: Z_k‘ = % (a € Z; bk € Z\ {0})

(Beachte: Aus Differenzen und Summen kiirzen nur die Dummen!)

Die Gleichheit zweier Briiche ldsst sich mit folgender Beziehung iiberpriifen:

1 2

Rechenregeln

Fiir beliebige Briiche §*, {2 mit a1, as € Z und by, by € Z\ {0} gelten die folgenden Re-
chenregeln:



ay (05} aq + (05}
1 — =+ = =
(1) b b b1
(2> Ej:%: al-ij:ag-bl
by by by - by
Dabei heifit b, - by, gemeinsamer Nenner von b; und bs.
ap a2 ay - ag
3 — = =
(3) b1 by by - by
@) 2w, _a b ab
bl bQ bl [25) bl )
Beispiele:
a) 1—1_1l:1—u+%:1—1f
u+1 u+1 u+t1l

—g— =1-v"—u fiir u# —1

ab+ib—2a—1 B dabt2b2a-1 _ dab+2b—2a—1

b —_— —_—
) P Zatl da+2
~ 2b(2a+1) — (2a+1) _ (2b —1)(2a + 1) _ 2b—1 fiir a%—l
2 (2a+ 1) 2-(2a+1) 2 2

4. Die Menge der reellen Zahlen R
4.1. Definition und Eigenschaften von R

Auf der Zahlengeraden kann jedem Punkt, der nicht mit einer rationalen Zahl belegt ist,
eine unendliche, nicht-periodische Dezimalzahl zugeordnet werden (Beispiele: v/7, 7).

Durch Hinzunahme dieser irrationalen Zahlen zu den rationalen Zahlen Q erhélt man die
reellen Zahlen R.

Eigenschaften:

1. NCZcCcQcCcR

2. Die Menge R fiillt die gesamte Zahlengerade aus.
Insbesondere kann die Menge der reellen Zahlen nicht in aufzéhlender Form geschrie-
ben werden.

3. Jede irrationale Zahl lésst sich als unendlicher nicht-periodischer Dezimalbruch
darstellen.

4. Jede irrationale Zahl ldsst sich durch rationale Zahlen beliebig genau approximieren

(annéhern).
Beispiel: 3 < T < 4
3,1 < 7 < 3,2
3,14 < s < 3,15
3,141 < s < 3,142

= 7 = 3,1415926 . ..



4.2. Quadratwurzeln

Definition: Unter der (Quadrat)Wurzel \/a einer positiven reellen Zahl a > 0 versteht
man die nicht-negative Losung der Gleichung z? = a.

Rechenregeln:

Fiir a,b > 0 gelten folgende Rechengesetze:

(1) Va-vb = Va-b

va  a
(2) N

Beachte: Fiir die Wurzel einer Summe oder Differenz gibt es kein Rechengesetz.
Insbesondere ist zu beachten: Vatb # a £ Vb.

Beispiel: 4+9 = V13 # 5 = V4+19.

4.3. Rationalmachen des Nenners

Wurzeln kénnen auch im Nenner eines Bruches auftreten (z.B. Vi o Vi Var \/3)

Unter ,,Rationalmachen des Nenners* versteht man das Erweitern des Bruches, so dass
im Nenner kein Wurzelzeichen mehr auftaucht.

Beispiel: a) L— 1-v2 —Q
PR T VB T e
VT VT-V5 V35

25 2-v5-v5 10

Auch bei Bruchtermen (d.h. Briichen, bei denen im Nenner eine Variable steht) lisst sich
der Nenner rational machen. Dadurch kann sich allerdings die Definitionsmenge &ndern:

Beispiel: T

Va++3

7Va— T3
a—3

b)

{a €eR|a>0}

D ={aeR|a>0 A a+#3}

Beachte: Die Definitionsmenge des Bruchterms hat sich durch das
Rationalmachen des Nenners verkleinert!

Bemerkung: Die Definitionsmenge D eines Bruchtermes gibt an, welche reellen Zahlen
in die einzelnen Variablen eingesetzt werden diirfen.

a D = {beR|b+£-5}

Beispiele: a) P T
4

D

b) {a,b e R | a# —b}

a+b



5. Betrige
Definition: Der Betrag einer Zahl a ist definiert durch

al a fir a>0
al =
—a fir a<0

Der Betrag |a| gibt den Abstand von a zum Nullpunkt an, |a — b| den Abstand von a zu b.

Eigenschaften des Betrags

L |—d = |a
2. la-bl = laf-[b]
3. la+0b] < |a|+1b] (Dreiecksungleichung)

Die Menge M = {z € R | |z — a|] < d} besteht aus allen Zahlen, die von a hochstens die
Entfernung d besitzen. Sie entspricht also dem abgeschlossenen Intervall [a — d;a + d].

Beispiel: Esgilt {r eR ||z —1|<3}={zeR|-2<z <4}

Dies kann man sich auch gut graphisch veranschaulichen:




I1I. Potenzen, Logarithmen und Binomialkoeffizienten

1. Potenzen

1.1. Potenzen mit ganzzahligem Exponenten

Definition: a) Fiir a € R,n € N schreibt man: a" = g-a-a-...-a.
—_———

n—mal

a heiflt Basis, n heifit Exponent.

b) Fiir 0 # a € R,n € N setzen wir a™" =

a™

Spezialfall: Wir vereinbaren a° = 1

1 fiir n gerade

Merke: (_1> = { —1 fiir n ungerade

Damit gilt firn e N: (=1)*® = 1 und (-1 = (-1)*"7! = —1.

wichtige Basen:

a) Basis 10: Potenzen mit der Basis 10 (Zehnerpotenzen) werden oft verwendet, um kleine
oder grofle Zahlen kurz und iibersichtlich zu schreiben.
Beispiele: 103 = 1000 ; 4-1072 = 0,04 ; 4,5-1075 = 0,000045.
b) Basis e: Potenzen mit der Basis e ~ 2, 7182818... (Eulersche Zahl) spielen bei in der
Natur auftretenden Wachstumsprozessen und in der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung eine groffe Rolle.

Rechenregeln: Fiir beliebige reelle Basen a # 0, b # 0 und ganzzahlige Exponenten m,n
gelten die folgenden Potenzgesetze:

(1) a"-a™ = a"™
@2 o=
(3) a"-b" = (a-b)"

Fiir die Reihenfolge der Rechenoperationen gilt die folgende ,, Vorfahrtsregel*:

Hoch vor Punkt vor Strich

D. h. dass beispielsweise beim Term 2 - 3% zuerst 3* berechnet und dann mit 2 multipliziert
wird: 2.3 = 2.81 = 162 # 1296 = 6 = (2-3)°



1.2. Potenzen mit rationalem Exponenten

Definition: Sein € N und a > 0.
Dann bezeichnet x = ¥a die nichtnegative Losung der Gleichung 2" = a.
Man sagt x ist die n-te Wurzel aus a.

Bemerkung: Fiir n = 2 erhilt man die Quadratwurzel x = y/a (s. 0.).
Man definiert nun Potenzen mit rationalem Exponenten und positiver Basis a wie folgt:
Definition: Fiir n,m € N und a > 0 schreibt man an = Ya und anw = Jam.

Fiir Potenzen mit rationalem Exponenten und positiver Basis gelten ebenfalls die Potenzge-
setze und die Vorfahrtsregel.

2. Logarithmen
2.1. Definition und Rechenregeln

Definition: Fiir jedes a > 0,a # 1 und jedes b > 0 nennt man die Losung = der Gleichung

a® = b den Logarithmus von b zur Basis a: z = log,b.

Es gilt also: a® =b — x = log,b
Insbesondere ist a2’ = b und log,(a’) = b

Beispiele: a) 10 = 100 ; x=2 = log, 100 = 2

b) 7 = & ; x=-2 = log; ;5 = —2
c) 3* = V3 ,r=1 = 10g3\/§:%
Spezialfille: log,a=1 ; log,1=0.

Merke: log, 0 ist nicht definiert, denn a® # 0 fiir z € R.

Bemerkung: Im Fall a = 1 gibt es fiir die Gleichung a” = b entweder keine oder unendlich
viele Losungen:

a) 1 = 5 hat keine Losung
b) 1 = 1 ist fiir jedes x € R erfiillt, besitzt also unendlich viele Losungen

Deshalb kann der Logarithmus log; b zur Basis 1 nicht definiert werden.

Wichtige Basen:

a) Basis 10: Logarithmen zur Basis 10 heilen dekadische, Briggs’sche oder Zehner-
logarithmen.
Schreibweise: log;b=logb=1gb=2 <<= 10" =b.

b) Basis e: Logarithmen zur Basis e = 2, 71828 ... heilen natirliche Logarithmen.
Schreibweise: log.b=Inb=2 <= € =0b.



Rechenregeln:

Aus der Definition des Logarithmus und den Potenzgesetzen ergeben sich die folgenden
Rechenregeln fiir Logarithmen:

(1) log,(u-v) = log,u + log,v
(2) logaE = log,u — log,v
v
1
(2) log, - = —log, v
v
(3) log,u’ = wv-log,u
1
(3/) loga {z/ﬂ = — logau
n
Beispiel: 30°
eIepIe lg<ﬁ> = g3 + Igb® — Ig10

— 1g3 + 3lgh — 1

Beachte: log,(u+v) # log,u + log,v
Beispiel:  logy(1+1) = log,2=1 # 0=0+0=log, 1+ log, 1

Ubung: Beweis von Aussage (1):  log,(u-v) = log, u + log, v

Esist wu = a8 v = @8
= U-v = alogau . alogav — aloga u+log, v
Logarithmiert man diese Gleichung mit log,, so erhélt man
log,(u-v) = log,u + log,v (qed)

2.2. Logarithmen zu verschiedenen Basen

Da auf dem Taschenrechner in der Regel nur der Zehner- und der natiirliche Logarithmus
vorhanden sind, kann man z. B. logs 5 nicht direkt berechnen. Folgende Umformungen er-

lauben dennoch eine Bestimmung von log, 5:

r = logsd <<= 3" =5
— l1g3*=1gb Logarithmierung mit dem 10er-Logarithmus
— ux-lg3=1gb Anwendung von Rechenregel (3)
g5
= z = ok Division durchlg 3
lg 3
lg b
Folglich ist = logsh = ——.
olglich ist =« 0gs o3

Dies gilt auch allgemein, d. h. man kann den Logarithmus zu einer Basis ¢ durch Logarith-
men mit einer anderen Basis a ausdriicken:



log, =

log.x =

log, c

. log. 5 lg b Inb5
B 1: 1 5 = — = — = —
c1SpIe ©Es log, 3 lg 3 In3

3. Fakultiaten und Binomialkoeffizienten
3.1. Fakultiten

Definition: Fiir n € N heifit das Produkt 1-2-3-...-n n-Fakultit.
Schreibweise: 1-2-3-...-n = n!

Spezialfall: Man definiert 0 = 1.

Anwendung

Will man n Elemente (mit Beachtung der Reihenfolge) anordnen, so gibt es gerade n!
Moglichkeiten dies zu tun.

Beispiel: n=3; Elemente: O X 1
mogliche Anordnungen: O XI ; OIX ; XIO;
X0l ; TOX ; IXO.
Ergebnis: 6 =3'=1-2-3 Moglichkeiten

3.2. Binomialkoeffizienten

|
Definition: Fiir k,n € N, 0 <k <n heiit (Z) = k‘(nn——k)' (sprich: n tber k)
Binomialkoeffizient.
Spezialfille: () =1 ., (") =1, (") =n
0 n 1
Beobachtung:
n! B 1-2-...-n
Klin—Fk)!  1-2-...-k-1-2-...-(n—k)
= k+1)-...on n-n—1)-...-(n—k+1)
1-2-...-k k!

Anwendung 1:

(Z) entspricht der Anzahl der Moglichkeiten, aus n Elementen k& Elemente (ohne Bertick-

sichtigung der Reihenfolge) auszuwihlen.



Beispiele: a) n=3,k=2; Elemente: O, X, I
mogliche Kombinationen: oOX ; IX ; IO

-2
Ergebnis: (;) = 37 = 3 Moglichkeiten.

b)  Anzahl der moglichen Ziehungen beim Lotto:
49 4948 -...-44
n=49,k=6: =

6 Gl = 13.983.816 Moglichkeiten.

Anwendung 2:
Binomialkoeffizienten treten auch als Koeffizienten in der allgemeinen binomischen Formel

auf:
(a+b)" = (g) a™b’ + (T) a" bt + (Z) a4+ (n ﬁ 1) a'b" ! 4 (Z) a’b"

Im Spezialfall n = 2 erhélt man die (erste) binomische Formel

2 2 2
(a+b)? = (0)a2b0 + (1)albl + (2)a062

= a® 4+ 2ab + b?

Binomialkoeffizienten aus dem Pascalschen Dreieck

n n n+1
Es gilt: = <
s gilt (k) + (k—i—l) (k—i—l) , 0<k<n

Mit dieser Formel lassen sich alle Binomialkoeffizienten rekursiv berechnen. Die Rekursion
kann am Pascalschen Dreieck besonders gut veranschaulicht werden:

n=0 1= ()
n= 1= () 1= ()
n=2 1= () 2= () 1= ()



Pascalsches Dreieck bis n = 6:

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==~06 1 6 15 20 15 6 1

Vergleiche:  (a+b)® = a® + 6a°b + 15a*b* + 2066 + 15a*b* + 6ab® + 0S.



IV. Gleichungen und Ungleichungen

1. Gleichungen
1.1. Definition und Eigenschaften von Gleichungen

Beispiel: Karl hebt von seinem Konto 150 DM ab und kauft anschlieend eine Flasche
Wein fiir 9 DM und zwei Kasten Bier. Danach hat er noch 97 DM im Geld-
beutel. Welchen Preis hat Karl fiir einen Kasten Bier bezahlt, wenn er vor
seinem Bankbesuch kein Geld mehr im Geldbeutel hatte?

Der Preis eines Kasten Biers sei x DM.

150DM — 9DM — 2:DM = 97 DM
141DM — 22 DM = 97 DM | — 141 DM
—92: DM = —44 DM |1 (=2)
DM = _—424DM:22DM

Er bezahlte fiir jeden Kasten Bier 22 DM.

Definition: Gleichungen liegen dann vor, wenn Rechenausdriicke (Terme) durch
ein Gleichheitszeichen verbunden sind.

Eigenschaften der ,=“-Beziehung:

Symmetrie: a=b < b=a
Transitivitét: Aus a=b und b=c folgt a=c

1.2 Lésung von Gleichungen mittels Aquivalenzumformungen

Will man eine Gleichung 16sen, so formt man diese so lange um, bis die gesuchte Variable
isoliert ist.

Damit man tatséchlich die Losung der Gleichung erhélt, von der man ausging, diirfen die
verwendeten Umformungen die Losungsmenge nicht dndern - die Umformungen miissen so-
genannte Aquivalenzumformungen sein.

Fiir die ,,=“-Beziehung gibt es die folgenden

Aquivalenzumformungen:

Addition: a=b <= a+c=>b+c fir ceR
Beispiel: 2=15 < 32+43=15+3
c=b-c fir ceR\ {0}

Multiplikation: a=b <= «
$=15 < 2.3=15"3

Beispiel:



Die folgenden Beispiele sollen zeigen, wie man einfache Gleichungen mittels Aquivalenzum-
formungen 16st:

Beispiele: a) 6x —7 = 3z +8 |+ 7
6xr = 3x+ 15 | — 3z
3z = 15 03
T =95

Losungsmenge L = {5}.

1 20
b) g'(6x—4)+8:2x+€
4 20 20
2r — — =2 — — Qr — —
x 3+8 :)3+3 | — 2z 3
Oz =0
Losungsmenge L = R.
c) 6- (20 —7)+3 = 12z — 48
120 — 42+ 3 = 122 — 48 | — 122 + 39

Oz = -9
Losungsmenge L = {}.

Allgemein gilt der folgende

Satz: Die lineare Gleichung axz = b besitzt
- fira#0 die Losung L = { 2},
- fira=0und b =0 unendlich viele Losungen L = R,
- fira=0und b # 0 keine (reelle) Losung L = { }.

1.3. Quadratische Gleichungen

Rein quadratische Gleichungen

Satz: Die reinquadratische Gleichung 2% = a besitzt
- fiir a > 0 die 2 Losungen x; = ++/a und x = — \/a,
- fir a = 0 die (eine) Losung « = 0,

- fiir a < 0 keine (reelle) Losung.

Mit Hilfe dieser Feststellung ldsst sich die Losungsmenge jeder Gleichung, in der die Variable
x aussschlieflich in der zweiten Potenz auftritt, bestimmen:

Beispiel: 42 = 16 | -
2 = 4
— oz = +V/4 = £2
L = {-2;2}

=



Allgemeine quadratische Gleichungen

Zur Losung der allgemeinen quadratischen Gleichung der Form az? + bz + ¢ =0 (a # 0)
benutzt man die

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (Mitternachtsformel)

—b + /b? — 4ac

2a

T12 =

Die Anzahl der Losungen dieser Gleichung hingt von der Determinanten D = b* — 4ac ab:

Fir D > 0 gibt es zwei Losungen,
fir D=0 gibt es eine Losung und
fiir D <0 gibt es keine Losung.

Beispiel: Gesucht ist die Losung der Gleichung —%xZ +3z—-2=0.

Hier ist a = —%,b =3,c= —2; also

Spezialfille

a) Ist ¢ = 0, so kann die spezielle quadratische Gleichung der Form ax?+ bz = 0 fiir a # 0
durch Ausklammern von x einfacher gelost werden.

Beispiel : 22 +3r = 0
z-2z+3) = 0
— z=0 oder 20 +3=0
L = {0;-3}

Beachte: Man darf zur Bestimmung der Losungsmenge nicht durch x teilen, da durch
diese Umformung die Losung = = 0 verloren gehen kann.

b) Manchmal kann man zur Losung von quadratischen Gleichungen auch die Binomi-
schen Formeln verwenden. Sie lauten:

(a+b)? = a®+2ab+ b
(a—0b)?* = a®>—2ab+ b
(a+b)(a—0b) = a*—0b




Beispiel: 2522 —-16 = 0

(52 4+ 4)(5x — 4) = 0
— S5r+4=0 oder H5xr—4=0
4 4 4
T=-z oder T=z L:{j:g}

Gleichungen, die auf quadratische Gleichungen fithren kénnen

Bruchgleichungen kénnen beim Multiplizieren mit dem Hauptnenner auf quadratische Glei-
chungen fiihren:

rz—1 4
= — D =R\ {-%0 HN : 42?42
20+ 1 422 + 2z \ =z 0} 7+ ar
2z - (z—1) 4 9
_— = — - (4 2
422 4 2x 4a? 4+ 2x [+ (427 + 22)
(%) 202 — 21 = 4 | —4
202 —2r —4 = 0 |:2
2?—zx—2 = 0
14++v/1+8
— T12 = T—i_ %1:2€D;$2:—1€D
L = {-1;2}

Beachte: Durch das Multiplizieren von Bruchgleichungen mit dem Hauptnenner kénnen
sich rechnerisch Losungen ergeben, die nicht im Definitionsbereich liegen. Bei
der Angabe der Losungsmenge sind diese zu eliminieren.

Auch Wurzelgleichungen kénnen beim Quadrieren auf lineare oder quadratische Gleichungen
fithren:

V241 4+ Vot +1 = 0 | —Vai+1 D =R
2+1 = —Vat+1
(%) ?4+1 = 41 | —2* -1
ot -2 = 0
(-1 = 0

22=0 oder 2z?°=1
— 33'1:(),33'2 = —1,333:1

Beachte: Fiir die Losungsmenge gilt



Grund: Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung.
Quadriert man die in der 2. Zeile angegebene Gleichung, so ergibt sich
in der 3. Zeile eine Gleichung, die mehr Losungen besitzt als die voran-
gegangene Gleichung.
Auch das Wurzelziehen ist im Allgemeinen keine Aquivalenzumformung.

Umformungen, die keine Aquivalenzumformungen sind, kennzeichnen wir mit
dem Zeichen (x). Sie machen das Durchfiithren der Probe (Uberpriifung der
Korrektheit der Losung durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung) erforderlich.

1.4. Losungen von Gleichungen des Typs 2" =a

Die Losungsmenge einer reinen Gleichung ™ = a mit a € R; 1 < n € N ist abhéngig von
den Werten a und n.

Satz: Jede Gleichung der Form ™ = a besitzt hochstens 2 reelle Losungen. Genauer gilt:
I) n gerade: 1)a>0: 2reelle Losungen z15 = +£/a
2)a=0: eine reelle Losung x =0
3)a<0: keine reelle Losung
IT) n ungerade: Fiir jede reelle Zahl a gibt es genau eine Losung
Ha>0: z=1{/a
2)a=0: x=0
3a<0: xz=—-3/—a

Beispiele:

zul 1): 2t = 16 = 115 = £V16 = £2
zul, 3): 2% = —64 besitzt keine Losung, da bei geradem Exponenten die Potenz
nicht negativ werden kann.

wull 1) 2% = 27 — r =21 =3
ull 3): 2% = —64 << 1z = —vV64 = —4.

Bemerkung: Der obige Satz klirt, warum wir die n-te Wurzel /a einer reellen Zahl a als
,die* positive Losung der Gleichung " = a definieren konnten. Diese Defi-
nition liefert (unter den genannten Voraussetzungen) einen eindeutig be-
stimmten Wert.

1.5. Losen von Exponentialgleichungen

Die Losung einer Exponentialgleichung a® = b (mit a,b > 0, a # 1) erhédlt man durch
Logarithmieren:



— lga® = 1gb

— r-lga = lgb
1

= T = lgb
lga

a*=b

Division durch lga

Logarithmierung mit dem 10er-Logarithmus

Anwendung der Logarithmusregel (3)

Bemerkung: Das Vorgehen beim Losen einer Exponentialgleichung entspricht dem Vor-
gehen zur Bestimmung der Darstellung eines Logarithmus mit Hilfe von
Logarithmen zu einer anderen Basis (vgl. III 2.2):

Beispiele:

lg b
@ =b — x:logab:g—
lga
15* = L
a) 225
1
lg15* = lg—
& ® 925
lgls = 1 L
e T 8008
1g 55 lg 1572 —-2-1g15
lg 15 lg 15 lg 15
b) e’ = 332
Ine* = 1n332
z-lne = 1n332
r = In332 =~ 5,8

2. Ungleichungen

2.1. Definition und Eigenschaften von Ungleichungen

Beispiel:

Petra kauft fiir eine Party ein: 2 Kisten Bier zu je 22 DM, eine Kiste Wein fiir
42 DM und fiir den Rest mochte sie Sekt, die Flasche zu 12 DM, kaufen. Sie
hat nur 130 DM dabei. Wie viele Sektflaschen kann Petra héchstens erwerben?

z sel die Anzahl der Sektflaschen.

2:22DM + 1-42DM + x-12DM < 130 DM
86 DM + z-12DM < 130 DM
z-12DM < 44 DM
44 11
r < — =
- 12 3

Sie kann hochstens 3 Flaschen Sekt kaufen.

| — 86 DM
| : 12 DM



Definition: Ungleichungen liegen dann vor, wenn Rechenausdriicke (Terme) durch
ein Ungleichheitszeichen verbunden sind.

Eigenschaften der ,, <“-Beziehung:

Symmetrie: a<b <= b>a

Trichotomie: Zwischen zwei beliebigen Zahlen r, s € R gilt stets eine der folgen-
den Beziehungen:
r<s oder r=s oder r>s.

Transitivitét: Aus a<b und b<c folgt a<ec.

2.2 Losung von Ungleichungen mittels Aquivalenzumformungen

Will man eine Ungleichung l6sen, so formt man diese so lange um, bis die gesuchte Variable
isoliert ist.

Damit man tatséchlich die Losung der Ungleichung erhélt, von der man ausging, diirfen
die verwendeten Umformungen die Losungsmenge nicht &ndern - die Umformungen miissen
sogenannte Aquivalenzumformungen sein.

Fiir die ,,<“-Relation gibt es die folgenden

Aquivalenzumformungen:

Addition: a<b <= at+c < b+t+ec firceR
Beispiel: 2<3 <= 2+4 < 3+4, dab<7

Multiplikation: a<b <= a-c < b-c fir ¢>0

a<b <= a-c>b-c fir ¢<0
Beispiel: 2<3 |-2 — 4<6
2<3 [ (-2) <= —-4>-6

Beachte: Bei der Multiplikation mit negativen Zahlen dreht sich das Ungleichheitszeichen
um!

Diese Rechenregeln gelten entsprechend auch bei Auftreten der Relationszeichen <, >, >.

Die folgenden Beispiele sollen zeigen, wie man einfache Ungleichungen mittels Aquivalenz-
umformungen 16st:

Beispiele: a) —x -7 < 2x4+2 |+ 7
—r < 2x+9 | — 2z
-3z < 9 | (—3)
r > -3

Losungsmenge L = {x €eR|x > -3} = [-3;00).



b) -1< z+2 <3 | -2
-3< 3z <1 |- 2
—6 < T <2
Losungsmenge L = {x e R|—-6<z <2} = [-6;2].

Graphisch dargestellt:

2.3. Bruchungleichungen

Bruchungleichungen lassen sich entsprechend mittels Aquivalenzumformungen 16sen.

Da Bruchungleichungen im Nenner des Bruchtermes eine Variable enthalten, kann der Nen-
ner haufig sowohl positive als auch negative Werte annehmen. Es muss dann - will man
zur Losung der Ungleichung diese mit dem Nenner multiplizieren - eine Fallunterscheidung
vorgenommen werden.

1
Beispiel: v 5 > 2 , x#2 (damit Nenner # 0)
x JR—

Fall1: 2-2>0 < x> 2

zf; > 2 | (2 —2)>0
r+1 > 2(x—2)
r+1 > 2rv—4 | +4
r+5 > 2z | —z
5 > w

Die Losungsmenge im ersten Fall ist also
Li={zeR|2<x<b}=(2;5).

Fall 2: 2—-2<0 << x<2
z+1

T — 2
r+1 < 2(x—2)

2 |- (x—2)<0



r+1 < 2x—4 | +4
r+5 < 2z | —x
5 < x
Im zweiten Fall erhilt man also die Bedingungen x < 2 und

gleichzeitig x > 5. Das ist aber unmoglich. Folglich gewinnt
man im zweiten Fall die Losungsmenge Lo = { }.

Die Gesamtlosungsmenge entspricht der Vereinigung der Lésungsmengen der
einzelnen Félle, hier also L = Ly ULy = (2;5).

2.4. Betragsungleichungen

Bei Ungleichungen, in denen Betréige auftreten, sind - &hnlich wie bei Bruchungleichungen -
Fallunterscheidungen notig, da ein Term im Betrag positiv oder negativ oder 0 sein kann.

Beispiel: |z —10] < 1z

Fall1l: z—-10>0 <— z>10.
In diesem Fall ist |z — 10| = = — 10.

z—10 < %az |- 2

20 —20 < w | + 20
20 < x+20 | —x
r < 20

Li={zeR |10 <z <20} = [10;20]
Fall 2: 2-10<0 < 2<10.
In diesem Fall ist |x — 10| = —(z — 10) = —z + 10.

—r+10 < gz |2

—2v+20 < =z | + 22
20 < 3z |:3
20 < 5

3

Ly={zeR |2 <z <10} =[Z;10)

Als Gesamtlosungsmenge erhalten wir
L =LUL ={zeR|10<x <20} U {JJE]R|2—30§x<10}
= {reR |2 <z<20) = [2;20]

Graphische Darstellung;:



-10

Beispiel 2: |z +3| < |22 —1] + 3

Fall1l: 2+3>0 <= x> -3
r+3 < 2e—-1] + 3

Fall 1.1: 22-1>0 < z>1

r+3 < 2x—1+43 |—3
r < 2r—1 | — 2z
—r < -1 | (=1)
r > +1

L1.1 = {m€R|x21}

Fall 1.2: 22 —-1<0 < z<}

also 2z — 1| = =2z —1) = -2z +1

r+3 < —2x+1+3 | —3
r < —2r+1 | + 2z
3z < 1 |:3
r < %

L, = {zeR| -3<z< 3}

Fall 2: 2+43<0 <= z<-3,also |[z+3|=—(x+3)=—-2—-3
—x—3 < [2¢—1| + 3

Fall 2.1: 22-1>0 < z >3

Die beiden Bedingungen x < —3 und x > %

widersprechen sich. Daher kann es in diesem Fall

keine Losung geben. Loy = { }.



Fall 2.2: 21 -1<0 <= z<3

also 2z — 1| = —(2z —1) = -2z + 1.

—x—3 < “20+1+3 | +3
—r < =247 | + 2x
z < 7

Insgesamt ergibt sich als Losungsmenge

LIL1.1UL1.2UL2_1UL2.2 :{.TER‘Z’Zl oder IS%}
=R\ (1)



V. Funktionen

1. Funktionsbegriff
1.1. Begriffsbestimmung und Definition

In der Mathematik spielt der Begriff der Funktion eine zentrale Rolle. Funktionen treten
sowohl in der Wissenschaft als auch im Alltag sehr hdufig auf. Unter einer Funktion versteht
man eine eindeutige Zuordnung.

Beispiele dafiir findet man

- beim Obsteinkauf: Kauft man z. B. Trauben, so ist jedem Gewicht ein Preis zu-
geordnet.

- beim Finanzamt: Jedem Bruttolohn sind nach der Steuertabelle die steuerlichen
Abgaben zugeordnet.

- beim Autofahren: Zu jeder Geschwindigkeit gehort genau ein (Mindest)Sicher-
heitsabstand.

- an der Borse: Zu Borsenschluss kann man jeden Tag den Dollarkurs angeben.

- bei der Bestimmung

des Idealgewichtes: Jeder Korpergrofie kann man ein Idealgewicht zuordnen.

Gemeinsam ist diesen Beispielen, dass stets einer Ausgangsgrofie z (z. B. Obstmenge, Korper-
grofie) nach einer Vorschrift eindeutig eine andere Grofie y (z. B. Preis, Idealgewicht) zuge-
ordnet wird.

Wesentlich fiir eine Funktion ist der Begriff , eindeutig“: So gibt es zu einer bestimmten
Traubenmenge genau einen Preis (und nicht zwei oder noch mehr verschiedene Preise).
Eine weitere Gemeinsamkeit bei oben genannten Beispielen besteht darin, dass sowohl die
abhéngige Variable y als auch die unabhéngige Variable x reellen Zahlen entsprechen. Aus
der Schule sind Thnen nur solche ,reellen Funktionen bekannt, deshalb werden wir uns in
diesem Vorkurs auch nur auf solche Funktionen beschranken.

Die mathematisch exakte Definition einer reellen Funktion lautet:

Definition: Eine Zuordnung f, die jeder reellen Zahl x einer Menge D C R eindeutig
eine reelle Zahl y zuordnet, heifit reelle Funktion.

Schreibweise: f:D—-W T — .

Die Beziehung y = f(x), die angibt, wie man jeder Zahl x eine Zahl y zu-
ordnen soll, nennt man Zuordnungsvorschrift oder Funktionsglei-
chung.

Die Variable £ nennt man unabhéingige Variable, y abhéngige Vari-
able. Die Menge D der Zahlen, die x annehmen kann, nennt man Defi-
nitionsbereich, die Menge W aller moglichen Funktionswerte y = f(x)
heifit Wertebereich.

Funktionen stellt man entweder mit Hilfe einer Wertetabelle oder graphisch als Schaubild in
einem kartesischen Koordinatensystem dar (s. u.).



1.2. Beispiel

Das folgende Beispiel soll die oben eingefiihrten Begriffe verdeutlichen und anschlieSend zur
Definition eines bestimmten Funktionstyps fiihren.

Beispiel: Ein Héndler verkauft auf dem Markt Trauben fiir einen Kilopreis von 2,50 DM.
Eine Tragetasche kostet 0,50 DM.

Wir interessieren uns fiir den Preis y (in DM), den man fiir x kg Trauben und eine Trage-
tasche (die wir auf alle Félle kaufen) zu bezahlen hat.

Da jedem Traubengewicht genau ein Preis zugeordnet wird, kann die Beziehung zwischen
Preis und Gewicht als Funktion aufgefasst werden. Die Zuordnungsvorschrift lautet dabei:

Preis = Kilopreis - Gewicht + Tragetasche
y = 2,50 - =z + 0,50

Dariiber hinaus ist D = R = {z € R|z > 0}, da es keine negativen Gewichte gibt und
man (theoretisch) beliebig viele Trauben erhalten kann.

Fiir den Wertebereich der Funktion gilt W = {y € R|y > 0,5} = [0, 5; 00), weil man minde-
stens 0,50 DM bezahlt (wenn man nur eine Tragetasche kauft) und der Preis mit steigender
Traubenmenge beliebig grofl werden kann.

Die Darstellung der Funktion erfolgt entweder mit einer Wertetabelle, in der der Preis fiir
ausgewihlte Traubenmengen angegeben wird:

Gewicht x in kg 0 0 | 1] 15 2 3 5
Preis y in DM 0,50 | 1,75 | 3,- | 4,25 | 5,50 | 8- | 13,-

und/oder der graphischen Veranschaulichung der Zuordnung Gewicht © — Preis y in einem
kartesischen Koordinatensystem. In unserem Beispiel erhilt man als Schaubild eine Gerade
(genau genommen eine Halbgerade).
y A
12 7

y=20x+0,5




2. Lineare Funktionen
2.1. Definition

In obigem Beispiel stieg der Preis mit jedem Kilogramm Trauben um 2,50 DM an. Sol-
che Funktionen mit konstanter Steigung treten (insbesondere bei Mengen-Preis- und bei
Mengen-Néhrwert-Beziehungen) haufig auf.

Sie besitzen stets eine Funktionsgleichung der Form y = m - x + c.

Wir definieren daher

Definition: Unter einer linearen Funktion versteht man eine Funktion f mit einer
Zuordnungsvorschrift der Form

y=Jflx)=m-z+c

Dabei bezeichnet man m als Steigung und c als y-Achsenabschnitt
von f.

Offenbar erhalt man als Schaubild einer linearen Funktion stets eine Gerade:

A
y y=mx+c
1Ak
m
!
/ 0 1 2 3 x

Umgekehrt lassen sich die y-Koordinaten der auf einer (nicht zur y-Achse parallelen) Geraden
liegenden Punkte in Abhéngigkeit von den x-Koordinaten durch eine Funktionsgleichung
der Form y = mx + ¢ beschreiben. Die Gerade ist dann durch die Steigung m und den
y-Achsenabschnitt ¢ eindeutig festgelegt. Dies zeigt, dass lineare Funktionen und Geraden
in enger Beziehung zueinander stehen.

2.2. Festlegung einer Geraden durch zwei Punkte

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass jede Gerade durch ihre Steigung m und ihren
y-Achsenabschnitt ¢ eindeutig bestimmt ist. Daneben kann jede Gerade aber auch durch
Angabe zweier auf der Geraden liegenden Punkte eindeutig festgelegt werden. Das folgende
Beispiel soll zeigen, wie man in diesem Fall die Funktionsgleichung der Geraden bestimmen
kann.

Beispiel: Welche Gerade geht durch die Punkte P;(—2|5) und P»(3|1)?



Setzt man die Koordinaten der zwei Punkte in die allgemeine Geradengleichung
y = m - x + ¢ nacheinander ein, so erhélt man zwei Gleichungen fiir die zwei
Unbekannten m und c:

P: 5= m-(-24+c (1)
P, 1 = m-3+4c (2)

Man kann hier leicht ¢ eliminieren, indem man die zwei Gleichungen voneinander
subtrahiert (oder eine Gleichung nach ¢ auflést und in die andere Gleichung ein-

setzt):
. — — 4 _
(2) — (1): —4=5m <= m=-:=-0,8
Den y-Achsenabschnitt ¢ erhdlt man, indem man m in Gleichung (1) oder (2)
einsetzt:
m in (2): 1=3-(-0,8)+c <= c=1+24=34

Die Gleichung der Geraden durch P; und P lautet somit: y = —0, 8z + 3, 4.

Allgemein: Die Geradengleichung einer durch zwei Punkte verlaufenden Gerade erhélt man
durch Einsetzen der Punkte in die allgemeine Geradengleichung y = ma+c und anschliefende
Losung des entstehenden linearen Gleichungssystems.

2.3. Schnitt zweier Geraden

Will man den Schnittpunkt S zweier Geraden g und A bestimmen, so muss man die Stelle x
berechnen, die beim Einsetzen in die Funktionsgleichungen y = f(z) und y = g(z) denselben
y-Wert ergibt. Man sucht also diejenigen x-Werte, fiir die f(z) = g(x) gilt.

Beispiel: Gesucht ist der Schnittpunkt der Schaubilder der zwei linearen Funktionen
f(x) =2z —3und g(x) = -3z + 73.



Zur Bestimmung des Schnittpunktes miissen wir f und ¢ gleichsetzen:

flx) = g(2)
20 -3 = —3x + 73 | +32 +3
2tz = 103

= 3 3

z = 2.3 =9=145

Setzt man x = 4,5 in y = f(z) oder y = g(z) ein, so erhélt man die y-Koordi-
nate des Schnittpunktes y =2-4,5—3 = 6.

Der Schnittpunkt lautet also S(4,5]6).

Allgemein:
Die Schnittpunkte der Schaubilder zweier beliebiger Funktionen f und g berechnet man
durch Gleichsetzen der zwei Funktionsterme f(z) = g(x).

Bemerkung: Interessiert beim Schneiden zweier Geraden nicht nur der Schnittpunkt,
sondern auch noch der Schnittwinkel der beiden Geraden, so ldasst sich
dieser folgendermafien bestimmen:

Man berechnet zunéchst die Steigungswinkel o, und «;, der Geraden
g und h mit Hilfe der Beziehung m, = tan(ay,) und m; = tan(ay,) aus den
Steigungen m, und my,. Der Schnittwinkel § mit 0 < § < 90° entspricht
dann der Differenz der beiden Steigungswinkel.
Will man lediglich nachweisen, dass g und h orthogonal (rechtwinklig,
senkrecht) zueinander sind, geniigt die Verifizierung der Gleichung

mg - my = —1.



3. Quadratische Funktionen
3.1. Die Normalparabel f mit f(z) = 22

Betrachtet man die Zuordnung Geschwindigkeit — Bremsweg genauer, so erkennt man,
dass hier keine lineare Funktion vorliegen kann. Im Gegensatz zum Obsteinkauf, bei dem zur
doppelten Menge auch der doppelte Preis gehort (wenn die Tragetasche nicht mitgerechnet
wird), hat ein Auto mit der doppelten Geschwindigkeit (z. B. statt 50 km/h 100 km/h) nicht
den doppelten Bremsweg, sondern den vierfachen (im Bsp. statt 25 m jetzt 100 m). Hier liegt
eine quadratische Funktion vor.

Die einfachste quadratische Funktion f ist diejenige, die jeder reellen Zahl x ihre Quadrat-

zahl 22 zuordnet: fix— 22
Wertetabelle von y = z?%: x| 0] 40,5 |41 | +v2 | +1,5 | +2 | +3
yl0l 0251 11 2] 225] 4] 9

Das Schaubild der Funktion f(x) = 2? ist eine nach oben gedffnete Normalparabel:

Den Punkt S(0]0) nennt man Scheitel
der Parabel.
Die Parabel ist symmetrisch zur y-Achse,
d. h. die Stelle x und die Stelle —z besit-
zen denselben y-Wert (Es gilt also f(x) = T
f(—z) fur alle x € R). o

Definitionsbereich: D = R
Wertebereich: W = R{

3.2. Strecken und Stauchen der Normalparabel

Betrachtet man statt der Funktionsgleichnung f(z) = x? Funktionsgleichungen der Form
g(x) = az? mit einem Faktor a # 0, so ergeben sich fiir das Schaubild folgende Anderungen:

Das Schaubild der Funktion g(z) = a - 2? stellt

- fir @ > 1 eine um den Faktor a in \ | /
y-Richtung gestreckte,

- fiir 0 < a < 1 eine um den Faktor a in
y-Richtung gestauchte Normalparabel dar.

- Ist a < 0, so kommt zur Streckung oder
Stauchung mit dem Faktor |a| zusétzlich
noch eine Spiegelung an der z-Achse hinzu.

Der Scheitel S der Parabel bleibt dabei unveréndert S(0|0).



Statt von einer Verdnderung der Funktionsgleichung auszugehen und die Verdnderungen,
die sich fiir die Schaubilder ergeben, zu betrachten, kann man auch das Schaubild strecken,
stauchen oder spiegeln und die Auswirkungen auf die Funktionsgleichung untersuchen. Man
erhélt dann im Wesentlichen die gleichen Resultate.

3.3. Verschieben der Normalparabel

Verschiebt man die Normalparabel f(z) = 2? um die Strecke e in Richtung der y-Achse, so
lautet die Gleichung der verschobenen Parabel g(x) = 2 + e.

Der Scheitel S von g liegt bei S(0|e); fiir e > 0 wird die Parabel nach oben, fiir e < 0 nach
unten verschoben.

Verschiebt man die Normalparabel f(x) = z? um die Strecke d in Richtung der x-Achse, so
lautet die Gleichung der verschobenen Parabel g(z) = (z — d)?, d.h. man ersetzt im Funkti-
onsterm x durch = — d.
Der Scheitel S von g liegt bei S(d|0), dabei wird die Parabel fiir d > 0 nach rechts, fiir d < 0
nach links verschoben.

Hierzu einige Beispiele:

Bemerkung: Man kann auch das Schaubild einer jeden beliebigen anderen Funktion f
strecken, stauchen, spiegeln und verschieben. Dabei wird der zu dem Schaubild gehdrende
Funktionsterm f(z) wie folgt veréndert:

- Streckung/Stauchung des Schaubilds mit dem Faktor |a| in y-Richtung mit zu-
séitzlicher Spiegelung an der xz-Achse fiir a < 0
<= Multiplikation des Funktionsterms f(x) mit einem Faktor a.

- Verschiebung des Schaubilds in y-Richtung um e
<= Addition einer Konstanten e zu f(z).

- Verschiebung des Schaubilds in z-Richtung um d
<= Ersetzen von = durch z — d im Funktionsterm f(z).




3.4. Gleichungsformen beliebiger Parabeln

Da jede Normalparabel durch Strecken, Stauchen, Spiegeln und Verschieben der Parabel
mit Funktionsgleichung f (x) = x? gewonnen werden kann, zeigen die oben durchgefiihrten
Uberlegungen, dass sich Parabeln allgemein durch Gleichungen der Form

f(x)=a(x —d)*+e (Scheitelform)

beschreiben lassen. Durch Anwendung der Binomischen Formeln, Ausmultiplizieren und Um-
benennung von Parametern erhélt man daraus die allgemeine Parabelform:

f(z) =az®+bx+c (allgemeine Parabelform).

(Parabeln stehen mit quadratischen Funktionen also in einem dhnlich engen Zusammenhang
wie Geraden mit linearen Funktionen).

Schneidet die vorliegende Parabel die z-Achse in den Punkten N;(z; |0) und Ny(z2 | 0), kann
die Gleichung der Parabel dariiber hinaus in der Form

flx)=a- (v —x1)(x — x2) (Nullstellenform)

geschrieben werden.

Zusammenfassung (Gleichungsformen beliebiger Parabeln):

Scheitelform: flx)=a(z—d)?*+e
allgemeine Form: f(z)=ax® + bz +c
Nullstellenform: flx)=a-(z —x)(x — x9)

3.5. Umwandlung einer Gleichungsform in eine andere Gleichungsform

Die oben eingefiithrten Gleichungsformen von Parabeln eignen sich fiir verschiedene Zwecke
unterschiedlich gut.

So kann man beispielsweise an der Scheitelform sofort den Scheitel S(d | e) und den Streckungs-
/Stauchungsfaktor a der Parabel, nicht jedoch die Schnittpunkte mit der z-Achse, ablesen.
Die Nullstellenform erlaubt hingegen eine sofortige Angabe der Schnittpunkte mit der x-Achse,
nicht jedoch die Nennung des Scheitelpunktes.

Es ist daher erforderlich die Gleichungsformen ineinander iiberfiihren zu kénnen. Wir be-
trachten die folgenden Fiélle:

Von der allgemeinen Form zur Scheitelform

Die Scheitelform erhélt man aus der allgemeinen Form durch quadratische Erginzung.

Beispiel: Gesucht ist die Scheitelform der Parabel mit Gleichung f(z) = —32® + 3z — 2.

1. Ausklammern des Koeffizienten vor 2% f(z) = —1(2? — 62) — 2

2. Quadratische Ergidnzung, so dass man

die Klammer als Binom schreiben kann: f(z) = — (x2 — 6+ 9 — 9) -2

(22 —6z+9)+5—2

= N

3. Herausziehen des Korrekturgliedes: flz)=—

4. Umschreiben der Klammer mit Hilfe
der binomischen Formeln: f(z)=—3(z— 3)2 +

N ot



Der Scheitelform entnimmt man, dass die
Parabel eine mit dem Faktor % gestauchte
und an der z-Achse gespiegelte - also eine
nach unten geoffnete - Parabel ist. 7
Ihr Scheitel liegt bei S(3]2,5), d.h. die
Parabel wurde um 3 nach rechts und 2,5
nach oben verschoben.

Von der allgemeinen Parabelform zur Nullstellenform

Falls eine gegebene Parabel die z-Achse in den Punkten Ny(z;|0) und Ny(z2|0) schneidet,
lasst sich die Parabelgleichung in der Nullstellenform f(z) = a - (z — z1)(z — x2) schreiben.
Dazu muss man die quadratische Gleichung f(x) = az? + bx + ¢ = 0 16sen.

Beispiel: Die Nullstellenform der Parabel mit Gleichung f(x) = —%x2 + 3z — 2 ergibt sich

aus dem Ansatz

fl@)=—3224+32-2 =0

Mit der Mitternachtsformel (s. S. 24) erhélt man

T12 = 3i\/5

Also ist f(z) = —3(z — 3 — V5)(z — 3+ V/5).
Die Parabel schneidet folglich die z-Achse in den Punkten

N (3++5 |0) und N, (3—+/5 |0).
~ 5,24 ~ 0,76

4. Ganzrationale Funktionen

4.1. Definition ganzrationaler Funktionen

Definition: Eine Funktion f mit einer Funktionsgleichung der Form

Beachte:

Beispiele:

flx) = Y apa® = ag+arx+a2®>+ ...+ a,2" (n € Ny, a, €R, a, #0)
k=0

heiffit ganzrationale Funktion n-ten Grades.
Der Funktionsterm wird auch als Polynom bezeichnet.

2 =1, 2! = 2.

a) Die Funktion f mit f(z) = 23 — 32? — 102 + 24 ist ganzrational vom Grad 3.

b) Die Funktion g mit g(z) = 22* — 22 — 3 ist ganzrational vom Grad 4.

c¢) Die Funktion h mit h(z) = x? — 3 ist ganzrational vom Grad 2.



4.2. Nullstellenbestimmung bei ganzrationalen Funktionen (Polynomdivision)

Bei der Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen interessieren neben Hoch-, Tief- und
Wendepunkten (vgl. Differentialrechnung) vor allem die Schnittpunkte des Schaubildes mit
den Koordinatenachsen.

Den Schnittpunkt mit der y-Achse erhélt man durch Einsetzen des Wertes x = 0 in die
Funktionsgleichung. Er kann daher leicht berechnet werden.

Anders sieht dies bei der Bestimmung der Schnittpunkte mit der x-Achse aus. Hier ist die
Gleichung f(x) = 0 zu lésen. Da es fiir eine solche Gleichung im Allgemeinen jedoch keine
Losungsformel mehr gibt, muss man eine oder mehrere Nullstelle(n) erraten.

Bei den von uns betrachteten Gleichungen hilft dabei oft die folgende Regel:

Satz: Ist x = z; eine ganzzahlige Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten,
so ist x; Teiler des Absolutgliedes ay des Polynoms.

Beispiel: Das Polynom f(z) =z — 32 — 10z + 24 besitzt ausschlieBlich ganzzahlige Ko-
effizienten. Besitzt f eine ganzzahlige Nullstelle x1, so muss diese das Absolut-
glied ag = 24 teilen. Als ganzzahlige Nullstellen kommen daher nur die Werte
+1,£2, 43, +4, +6, 8, 12 oder £24 in Betracht. Durch Einsetzen lésst sich
nun leicht nachpriifen, dass z; = 2 eine Nullstelle der Funktion ist.

Um nun weitere Nullstellen der Funktion f zu bestimmen, fithrt man eine Polynomdivisi-
on durch. Diese dhnelt der schriftlichen Division gewohnlicher Zahlen.

Beispiel 1:

Zur Berechnung weiterer Nullstellen der

Funktion f mit f(z) = 2® — 32? — 10z + 24
dividieren wir f(z) durch den Linearfaktor \

x — x1 (Dabei ist #; = 2 die oben erratene
Nullstelle).

(2% =32 =100 +24) : (x—2) = 2 — 2 —12
—(2® — 227) 1
— 22— 10z ) / ; U v e
—(—2* + 21)
—12z 4 24

—(—12z + 24)

0

Die Polynomdivision liefert nun das Polynom g(z) = 2% —x — 12, das einen niedrigeren Grad

besitzt als f. Da jede Nullstelle von g auch Nullstelle von f ist (Ubung), erhilt man nun die
weiteren (zwei) Nullstellen von f durch Lésen der quadratischen Gleichung 2% —x —12 = 0.
Es ergibt sich hier also x9 = 4,23 = —3.



Merke:
Zur Bestimmung der Nullstellen einer ganzrationalen Funktion f vom Grad n(> 3) geht
man wie folgt vor:

1. Erraten einer Nullstelle ;.

2. Durchfithrung der Polynomdivision f(z): (x — x1) = g(x)
(Dabei ist g eine ganzrationale Funktion vom Grad n — 1).

3. Bestimmmung der Nullstellen der ganzrationalen Funktion g
(Diese entsprechen den (weiteren) Nullstellen von f).

Bei ganzrationalen Funktionen vom Grad m > 3 miissen die Schritte 1.-3. wiederholt
ausgefiihrt werden.

Beispiel 2:
Gesucht sind die Nullstellen der Funktion
f mit f(z) =5z +x +6 (Beachte: Hier T
fehlt das x*-Glied). o}
1. Man sieht/rét, dass ;7 = —1 eine Null- o
stelle von f ist (vgl. Satz, S.41).
2. Polynomdivision: 4
(52° +2+6): (v+1) = 52> —5x+6 bl
—(52” + ba?) : & I t
—5r’ + /
—(—52* — 57)
6x + 6
—(6x +6)
0

3. Da die Gleichung 52* — 5x + 6 = 0 keine
Losung besitzt, ist 1 die einzige Nullstelle
der Funktion f.

5. Gebrochenrationale Funktionen
5.1. Definition und Beispiel einer gebrochenrationalen Funktion

Definition: Unter einer gebrochenrationalen Funktion f versteht man eine Funktion,
deren Funktionswert als Quotient zweier Polynome g(z), h(x) geschrieben

werden kann: f(x) = @

h(x)
Den Definitionsbereich D von f erhélt man durch Ausschliefen der Elemente
von R, bei denen der Nenner h(x) =0 wird: D =R \ {z € R| h(z) =0}.

Die einfachste gebrochenrationale Funktionen ist die Funktion f mit f(x) = %

Die Funktion f ist definiert fiir alle reellen Zahlen x #0: Esgilt also D = R\ {0}.



Wertetabelle von y = f(z) = 1: x —n;) —? -1] -3 —% % 3 E ? 51')

Das Schaubild von f ist eine Hyperbel:

Nahert sich x der Polstelle 1 = 0 an, so
wéchst y = f(z) gegen +oo - je nachdem,
ob man sich der Stelle von rechts oder von ?l
links annéhert. Man bezeichnet deshalb die
y-Achse als senkrechte Asymptote von f.
Fir sehr groBe x, d. h. fiir x — oo, ndhert
sich das Schaubild von f immer mehr der
x-Achse, ohne sie jedoch jemals zu erreichen.
Die z-Achse ist waagrechte Asymptote
von f. Das gleiche gilt auch fiir + — —o0.
Als Wertebereich erhélt man W = R\{0}.

5.2. Null- und Polstellen gebrochenrationaler Funktionen

Merke: Die Nullstellen einer gebrochenrationalen Funktion f = ¢ erhélt man, wenn
man den Zihler g(z) = 0 setzt.
Die Definitionsliicken von f erhilt man, wenn man den Nenner h(x) =0
setzt. Gilt fiir eine Definitionsliicke z; dariiber hinaus g(z1) # 0, so bezeichnet
man x; als Polstelle von f.

Beispiele: a) f(z)= ﬁ%ff_l D =R

Nullstelle: 2z =1
Polstelle: keine, da der Nenner nie Null wird.

b) f(x):;ﬂ—_$ D={zeR|2?+z—-2#0} =R\ {-2;1}

¢4 — 2

Nullstellen: 21 =0, 29 =1
Polstelle: r3 = —2
Beachte: Hier ist 5 = 1 sowohl Nullstelle des Zahlers als auch des

Nenners. Deshalb liegt bei x5 = 1 keine Polstelle vor.
Man kann jedoch den Z&ahler und den Nenner in Linear-
faktoren zerlegen:

flx) =

r(x—1) 2 =
(-1 (x+2)  x+2

Mit der Festlegung f(1) = 3 lisst sich nun der Definitions-

bereich zu D = R\{—2} vergrofern. Deshalb bezeichnet
man die Stelle z = 1 als hebbare Definitionsliicke.




5.3. Verhalten gebrochenrationaler Funktionen fiir |z| — oo

Interessant ist bei gebrochenrationalen Funktionen auch das Verhalten von f fiir betragsméafig
grofie z-Werte, d. h. fiir |z| — oo.
Je nach Grad des Zahlerpolynoms und des Nennerpolynoms ergeben sich verschiedene Félle:

Fall 1: Grad Zahler < Grad Nenner

o 8x%2 -5
Belsplel: f(a:) = m

Da das Nennerpolynom fiir groe = viel schneller wéchst als das Zahlerpolynom,
gilt fiir |x| — oo stets f(z) — 0, d. h. das Schaubild von f ndhert sich fiir betrags-
méafig groffe z-Werte immer mehr der z-Achse an. Man sagt: Das Schaubild von f
besitzt die x-Achse (y = 0) als waagrechte Asymptote.

Fall 2:  Grad Zahler = Grad Nenner

222 — Tx
24z +9
Hier kiirzt man Zihler und Nenner mit der héchsten Potenz, im Beispiel also mit z%:

Beispiel:  f(x) =

7

flz) = ﬁ. Da fiir |x] — oo alle Summanden mit z oder z? im Nenner
z 22

gegen 0 streben, folgt f(x) — 2.

Das Schaubild von f besitzt folglich die waagrechte Asymptote y = 2.

Fall 3: Grad Zahler > Grad Nenner

Hier kann man die gebrochenrationale Funktion durch Polynomdivision mit
Rest in einen ganzrationalen und einen gebrochenrationalen Anteil (mit Grad
Zahler < Grad Nenner) zerlegen. Fiir |z| — oo wird das Verhalten von f(x)
dann durch den ganzrationalen Anteil von f beschrieben.

%:r?’ +x—2

Beispiel: f(a:) = m

Polynomdivision mit Rest ergibt:

3
sr+1

(52° +2x—-2): (2*+22+3) = sz -1 i

s ) 5 —— xre + 2x + 3

—(ix + z? + §x) ganzrat. gebrv. Lat.
—x? - %x
—(—2® — 22 — 3)
3

Das Schaubild der Funktion f ndhert sich fiir |z| — oo immer mehr der Geraden
Yy = %:c — 1 an. Man bezeichnet daher diese Gerade als schiefe Asymptote.



6. Exponentialfunktionen
6.1. Die Familie der Exponentialfunktionen f(z) = a”

Viele Wachstumsvorginge zeigen (unter gewissen Voraussetzungen) eine charakteristische
Dynamik: Sie nehmen, unabhéngig vom Zeitpunkt ¢, in immer gleichen Zeitabschnitten At
um den gleichen Faktor zu. So vermehren sich z. B. Bakterien oder Kaninchen (bei ange-
messenem Lebensraum und Nahrungsmittelversorgung) in der Weise, dass sich ihre Anzahl
stets in gleichen Zeitrdumen verdoppelt. Auch die Verzinsung von Kapital funktioniert nach
diesem Prinzip. Liegt z. B. ein Zinssatz von 5% zugrunde, so vermehrt sich das Kapital jedes
Jahr mit dem Faktor 1,05.

Salopp lésst sich sagen: Je mehr schon vorhanden ist, desto gréfer ist auch der Zuwachs.
Ahnlich lassen sich auch viele Vorgéinge nennen, bei denen eine GroBe mit einem festen Fak-
tor oder Prozentsatz abnimmt bzw. zerfillt (z. B. Wertverlust eines Autos, Abkiihlung von
Fliissigkeiten). Betrachten wir ein einfaches

Beispiel:

Verdoppelt sich etwa eine Kaninchenpopulation jeden Monat und war zu Beginn ein Kanin-
chenpaar vorhanden, so lasst sich die Zahl der nach  Monaten vorhandenen Kaninchenpaare
y in der Form y = 2% angeben.

Wertetabelle der Funktion f mit f(z) = 2%

w

05[0]05]1]2
W21 Vve |24

(Zur Erinnerung: 2%° = V2 und 27! = %)

z | =2 | —

yll i

oo

DO p—

Das Schaubild von f geht durch den Punkt
P(0|]1) und verlduft stets oberhalb der
x-Achse (denn fiir jedes z ist 2 > 0).
Des Weiteren ist fiir negative z-Werte die
x-Achse Asymptote. Der Definitionsbereich
ist D = R, der Wertebereich W = R™.

Ahnlich verlduft das Schaubild der Funktion f mit f(z) = 3% bzw. das Schaubild einer jeden
Funktion f der Form f(z) = a® mit a > 1.
1

Beispiel: f(z) = (§> — 0,5 = 27"

=
ot

N || p—
L V]
ool QO

T —0,5[0
yll 8| 4| 2| V211

Sl




Das Schaubild geht ebenfalls durch den
Punkt P(0[1) und verlduft wieder oberhalb \
der x-Achse. Im Gegensatz zum obigen
Beispiel fillt f jedoch. Die beiden Schau-
bilder sind zueinander bzgl. der y-Achse
gespiegelt. Mithin bildet fiir grofle x-Werte
die x-Achse eine Asymptote und es gilt
D=R, W=R".

Ahnlich verlduft auch das Schaubild von f mit f(z) = ()" bzw. das Schaubild einer jeden
Funktion f der Form f(z) =a” mit 0 < a < 1.

Definition: Funktionen mit einer Funktionsgleichung der Form f(z) = a”* (a > 0,a # 1)
nennt man Exponentialfunktionen zur Basis a (Die Bezeichnung weist auf
das Auftreten der unabhéngigen Variablen z im Exponenten hin).

Bemerkung: - Fiir a < 0 ist die Funktion f(z) = a® nicht definiert - man bekdme sonst
1

Probleme wie z. B. (—=1)z2 = /-1 =".

- Fiir @ = 1 ist das Schaubild der Funktion f(x) = a® die Parallele zur
z-Achse durch den Punkt P(0]|1). Wegen ihres untypischen Aussehens
wird sie ebenfalls nicht den Exponentialfunktionen zugerechnet.

Eigenschaften der Schaubilder der Exponentialfunktionen:

- Alle Schaubilder gehen durch den Punkt (0]1), verlaufen oberhalb der x-Achse und
schneiden diese nie (W = R™).

- Fiir @ > 1 sind die Schaubilder (streng monoton) wachsend/steigend, fiir 0 < a < 1
(streng monoton) fallend.

Bemerkung: Eine besondere Funktion stellt die Exponentialfunktion zur Basis e ~ 2, 718
(Eulersche Zahl), die sogenannte e-Funktion, dar. Sie ist die einzige Funktion
bei der in jedem Punkt die Steigung mit dem Funktionswert iibereinstimmt.

6.2. Praktische Anwendungen der Exponentialfunktionen bei Wachstumsvorgingen

Zur Beschreibung von exponentiellen Wachstumsvorgéingen verwendet man Funktionen f
der Form f(t) = ¢ - a'. Da bei praktischen Anwendungen die unabhéngige Variable x meist
die Zeit reprisentiert (man denke an obige Beispiele) benutzt man statt der Variablen z
héufig auch die Variable ¢.

Beschreibung exponentieller Wachstumsvorgénge

Um nun einen exponentiellen Wachstumsvorgang beschreiben zu kénnen, muss man zunéchst
aus gegebenen Daten die Parameter ¢ und a bestimmen. Damit kann man dann zu beliebigen
Zeiten t den jeweiligen Bestand f(t) angeben.



Beispiel: FEin Meerschweinchenziichter hat zu Beginn seiner Zucht 8 Meerschweinchen
(4 ménnliche, 4 weibliche). Nach 3 Monaten hoppeln bereits 27 Tiere durch das
Gehege.

Den Angaben im Beispiel entnimmt man folgende Werte:

Bestand zu Beginn (¢t = 0) f0)=c-a®=c=8 (1)
Bestand nach 3 Monaten (t =3) f(3)=c-a®> =27 (2)

Aus den zwei Gleichungen (1)
und (2) kann man nun die
zwei Unbekannten ¢ und a
bestimmen. Da Gleichung (1)
fiir den Parameter ¢ schon

50

40+

30+

die Losung ¢ = 8 liefert, setzt
man diese in (2) ein und erhélt so ol
27 0]
8.4 =27 «— a3:§

a_15 0o 1 3 4 5 6
<:>> = y X

Ergebnis: Nach ¢ Monaten befinden sich f(t) = 8- 1,5" Meerschweinchen im
Gehege.

Nach einem Jahr (¢t = 12) hitte der Ziichter also bereits f(12) = 8- 1,5'? &~ 1038
Meerschweinchen.

Bemerkung: Ist der Wert f(0) zu Beginn nicht gegeben, so kann/muss man Gleichung
(1) nach ¢ auflésen und in Gleichung (2) einsetzen.

Prozentangaben bei Wachstumsvorgéngen

Bei einigen Wachstumsvorgéingen (z. B. bei der Verzinsung von Kapital) gibt man an, um
wie viel Prozent p eine Grofle in einer Zeiteinheit wéchst.

An dem Parameter a kann man die prozentuale Zunahme p ablesen. In unserem Meerschwein-
chenbeispiel vermehrt sich beispielsweise die Zahl der Meerschweinchen jeden Monat um den
Faktor a = 1,5, d. h. ihre Zahl wéchst monatlich um 50%.

Allgemein gilt:

Wiichst eine geméB f(t) = ¢ - a'(a > 1) zunehmende Grofle pro Zeiteinheit (1 Jahr,
1 Monat) um p%, so ist:

p p

t
a:1+m und f(t)zc-(l%—m)

Gerade bei der Kapitalverzinsung wird diese Form der Exponentialfunktion verwendet; die

Konstante ¢ (das Anfangskapital) wird hier iiblicherweise mit Ky, der Funktionsterm mit
K (t) bezeichnet.



Berechnung des Erreichens eines bestimmten Bestandes

Neben der Frage, welcher Bestand zu einem gegebenen Zeitpunkt vorhanden ist, kann man
mit Hilfe von Exponentialfunktionen auch die Frage kléren, zu welchem Zeitpunkt ein gege-
bener Bestand erreicht wird.

Beispiel: Wann wird in obigem Beispiel das Gehege zu klein, wenn dort maximal 2000
Meerschweinchen Platz haben?

F(t) = 81,5 = 2000 08
1,5" = 250 In
In(1,5") = In 250
t-Inl,5=1In250 |:In1,5
In2
po B0 o6~ 136

In1,5

Ergebnis: Nach etwa 13,6 Monaten wird es fiir die Meerschweinchen eng.

7. Umkehrfunktionen
Beispiel: Die Logarithmusfunktion

Im vorangegangenen Beispiel haben wir zur Berechnung des Zeitpunktes des Erreichens eines
bestimmten Bestandes eine Exponentialgleichung logarithmiert. Verallgemeinern wir dieses
Beispiel so erhalten wir eine Logarithmusfunktion:

Dazu betrachten wir nocheinmal die Wertetabelle der Funktion f mit Funktionswert f(z) =
y = 2% (vgl. obere Kurve):

05[0[05[1[2]3]y popel
W21 V2 2]4]8]x

floEHe=

Y

1= DN
DO || p—t

Hier ordnet die Funktion f z. B. der Zahl 3 den Wert 8 (f : 3 — 8) und der Zahl £ den
Funktionswert /2 (f: % — \/5) 7.

Nun drehen wir den Spief um: Wir betrachten die Funktion f~!, die der Zahl 8 die Zahl
3, der Zahl v/2 die Zahl % usw. zuordnet. D. h. die neue Funktion f~! ordnet den Zahlen
der unteren Zeile der Wertetabelle von f die entsprechenden Zahlen der oberen Zeile zu -
die Zuordnung wird gerade umgekehrt. Man nennt f~! daher auch Umkehrfunktion von f.

Die unabhéngige Variable x steht nun in der unteren, die abhéngige Variable y in der oberen
Zeile; wir haben x und y vertauscht.

Zeichnet man die Punkte mit diesen vertauschten z- und y-Werten in ein Koordinatensystem
ein, so erhdlt man die untere Kurve im folgenden Schaubild.



Um die Funktionsgleichung von f~! zu
bestimmen, miissen wir auch in der Funktions-
gleichung (f(z) =)y = 2% die Variablen x und /

y vertauschen. o

Es ergibt sich = 2Y. /
Durch Logarithmieren 16st man die Gleichung /
nach y auf: y = log, x. 2’/

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
f y =27 ist also die Logarithmusfunktion

fliy= log, x. A

In entsprechender Weise erhiilt man als Umkehrfunktion f~! der Exponentialfunktion f mit
f(x) = y = a® die Logarithmusfunktion f=! : 2 — log, x, die jeder positiven reellen Zahl
x € RT seinen Logarithmus log, x zur Basis a zuordnet. Dazu muss ¢ > 0 und a # 1 vor-
ausgesetzt werden (vgl. I11.2).

Allgemein gilt:

Eine beliebige Funktion f : Dy — W, x — f(x) kann in eindeutiger Weise umgekehrt
werden, wenn jede zur z-Achse parallele Gerade das Schaubild von f hochstens einmal
schneidet. In diesem Fall erhédlt man die Umkehrfunktion, indem man

1. die Variablen x und y in y = f(z) vertauscht: r = f(y);
2. die neue Beziehung nach y auflost: y=f"Y(x).
3. Definitions- und Wertebereich vertauscht: Dy =Wy 3 Wpa = Dy.

Graphisch bedeutet dies:
Das Schaubild von f~! entsteht aus dem Schaubild von f durch Spiegelung an der 1.
Winkelhalbierenden y = z.

Durch Einschriankung des Definitionsbereiches kénnen dariiber hinaus auch fiir Funktionen,
die obige Voraussetzung nicht erfiillen, Umkehrfunktionen bestimmt werden.

Beispiel: Die Wurzelfunktion

Will man die Umkehrfunktion der quadratischen Funktion f : y = 2? bestimmen, so muss
man sich auf den positiven (oder negativen) Ast der Parabel beschrianken.

Da nédmlich f z. B. sowohl 2 als auch -2 den Wert 4 zuordnet, konnte man ansonsten die
Zuordnung nicht eindeutig umkehren: Ist f~1(4) = 2 oder f~1(4) = -2 7

Man muss also den maximalen Definitionsbereich D von f einschrinken, und zwar auf R7
oder Ry .

Ublicherweise beschrénkt man sich auf D ; = R{. Dann ergibt sich fiir z,y > 0:

fly) = y==
y=+zx

= [T) =




8. Trigonometrische Funktionen

In vielen naturwissenschaftlichen Teilbereichen, beispielsweise der Schwingungslehre in der
Physik und der Geodasie, spielen die trigonometrischen Funktionen sin und cos eine bedeu-
tende Rolle. Wir befassen uns deshalb etwas genauer mit diesen Funktionen.

8.1. Dreiecksberechnung mit dem Sinus und dem Kosinus

In der Mittelstufe werden der Sinus und der Kosi-
nus als Seitenverhéltnisse im rechtwinkligen Drei-

eck eingefiihrt. Dabei entspricht der Sinus eines b a
Winkels dem Quotienten aus Gegenkathete und
Hypotenuse. Mit den im Schaubild eingefiihrten o
Bezeichnungen gilt also: C
) a
sina = —
c

Der Kosinus ist hingegen als Quotient aus Ankathete und Hypotenuse definiert:

b
cosa = —
c
Mit diesen Definitionen lassen sich nun in einem rechtwinkligen Dreieck Seitenldngen und

Winkelmafle bestimmen.

Beispiel: Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck mit o = 30°,v = 90° und a = 5 cm.
Berechnen Sie die Seitenléngen b und c.

Es gilt  sin30° = % und daher c¢= ﬁ = % = 10 cm,
sowie c0s30° =L also b= 10cos30° ~ 8,66 cm.

10

Auch im allgemeinen Dreieck (d.h. in einem Dreieck, das in aller Regel keinen rechten Win-
kel besitzt) konnen der Sinus und der Kosinus zur Bestimmung von Seitenlédngen verwendet
werden. Dazu ist meist der Sinussatz oder der Kosinussatz heranzuziehen.
Sinussatz: a:b:c=sina:sinf:siny
Kosinussatz: 2 =a?+b> —2abcosy
(Beachte: Im rechtwinkligen Dreieck mit v = 90° ergibt
sich der Satz des Pythagoras: ¢ = a®> +1?)

8.2. Sinus und Kosinus am Einheitskreis

Die im letzten Abschnitt beschriebene Vorgehensweise besitzt den Nachteil, dass sie nur fiir
Winkel zwischen 0° und 90° eine Definition des Sinus und des Kosinus zulésst. Durch Be-
trachtung der Punkte auf dem Einheitskreis - dem Kreis um O(0]0) mit Radius 1 - kann
diesem Mangel abgeholfen werden.



Betrachtet man den Winkel o der von
der z-Achse und dem Schenkel OP T N

eingeschlossen wird, so erkennt man, - o

dass a durch den Schnittpunkt P des / 1

Schenkels OP mit dem Einheitskreis // 7

eindeutig bestimmt wird. Deshalb kann / |
man jedem Winkel o auch eindeutig : o ‘i

die z- und y-Koordinate des Punktes
P zuordnen.

Man definiert nun den Kosinus des
Winkels « als z-Koordinate des Punk-
tes P und den Sinus des Winkels « als I S
y-Koordinate von P: P(cosa|sina).

Bemerkung: Mit Hilfe der Strahlensétze lasst sich zeigen, dass diese Definition des Sinus
und des Kosinus fiir Winkel zwischen 0° und 90° die selben Werte liefert, wie das Vorgehen
in 8.1.

Einige einfache Werte sind:

a [[0°] 30°] 45° [ 60° [ 90° [ 120° | 180° | 270° | 360°
sin o 1AV LB 183 0] -1 0
cosa || 1/4v3[3v2| 1] o] 1] -1 0 1

Lasst man dariiber hinaus auch Drehungen um mehr als den Vollkreis bzw. im Uhrzeigersinn
zu, so erhélt man fiir alle Winkel eine eindeutige Definition des Sinus und des Kosinus.

Die sin- und cos-Werte fiir Winkel grofier als 90° kann man in einfacher Weise aus denen fiir
Winkel zwischen 0° und 90° gewinnen: Will man z. B. sin 120° bestimmen, so erkennt man,
dass sin 120° = sin 60° ist, denn der sin-Wert ist ja die y-Koordinate des Punktes P auf dem
Einheitskreis. Fiir o = 120° und a = 60° hat P jedoch denselben y-Wert.

Entsprechend gilt: cos 120° = — cos 60°.

8.3. Das Bogenmaf

Wiihrend die von uns bisher betrachteten Funktionen allesamt reelle Funktionen (also Funk-
tionen mit D C R) waren, wurde bei der Einfiihrung des Sinus und des Kosinus Winkelgra-
den (Grad) reelle Zahlen zugeordnet. Um spéter die trigonometrischen Funktionen als reelle
Funktionen definieren zu konnen, miissen wir daher zunéchst klaren, wie man die Grofie eines
Winkels durch eine reelle Zahl ausdriicken kann. Dazu dient das sogenannte Bogenmaf.
Da man jedem Winkel « eindeutig den Punkt P(cos a|sin a) zuordnen kann, ist o auch durch
die auf dem Einheitskreis vom Punkt A(1|0) zu P entgegen dem Uhrzeigersinn zuriickge-
legte Strecke eindeutig festgelegt. Man nennt diese Strecke Bogenlidnge und bezeichnet sie
iiblicherweise mit z.

Zwischen dem Winkel o und der zugehorigen Bogenlédnge x besteht folgender Zusammen-
x a

27 3600

hang:




In Worten: Die Bogenldnge x verhélt sich zum Gesamtumfang u = 27 des Einheitskreises

wie der Winkel a zum Vollwinkel 360°.

So gehort zum Beispiel zum Winkel o = 90° das Bogenmafl © = 5, das dem Umfang des

Viertel-Einheitskreises entspricht.

Folgende Tabelle enthélt das zu einem Winkel o gehérende Bogenmafl x, sowie den sin- und

cos-Wert:
o} 0% | 30°| 45° | 60" | 90° | 120" | 180" | 270° | 360"
x 0| n/6 | n/4| n/3 | w/2|2/37 T|3/27| 2«
sinz || 0]  L[Iv2[3v3| 1] V3] 0] -1 0
COS & 1 %\/§ %\/5 % 0 —% —1 0 1

Beachte: Beim Taschenrechner kann man mit Hilfe der Taste (‘oder )
zwischen dem GradmaB ( im Display) und dem Bogenma8 ( )

umschalten.

8.4. Rechenregeln fiir Sinus und Kosinus

Unabhéngig von der Bogenldnge = (oder dem Winkel «) gilt stets die folgende wichtige
Beziehung;:
sinx + cos?x =1

Begriindung am Einheitskreis:

Zu beachten ist ferner, dass die Summe der Sinuswerte (bzw. Kosinuswerte) zweier Bo-
genlédngen (resp. Winkel) nicht dem Sinuswert (bzw. Kosinuswert) der Summe der beiden
Bogenlangen (resp. Winkel) entspricht. Stattdessen gelten die sogenannten Additionstheo-
reme:

sin(z+y) = sinz-cosy+siny - cosw bzw.

cos(r+y) = cosx-cosy —sinz -siny.



8.5. Die Sinus- und die Kosinus-Funktion

Ordnet man jeder Bogenlénge x € R den zugehorigen Sinus- bzw. Kosinuswert zu, ergeben
sich die Sinusfunktion sin: R — [—1;1] r — sinx und

die Kosinusfunktion cos: R — [—1;1] T — COSZ.

Als Schaubilder erhélt man

Sinusfunktion

Eigenschaften:

1. Da die Koordinaten des Punktes P auf dem Einheitskreis nur Werte zwischen —1 und
1 annehmen kénnen, liegen die Funktionswerte der sin- und cos-Funktion zwischen —1
und 1, d. h. der Wertebereich der Funktionen ist W = [—1, 1].

2. Da sich der Punkt P nach einer vollen Kreisdrehung (d. h. nach z = 27) wieder
am Ausgangspunkt (1]|0) befindet, wiederholen sich die sin- und cos-Werte in einem
Abstand von 27. Man sagt die sin- und cos-Funktionen sind periodische Funktionen
mit der Periode 27:

sin(x 4 27) = sinx ; cos(x + 2m) = cos x .

3. Zwischen der sin- und cos-Funktion besteht folgender Zusammenhang:
Das Schaubild der cos-Funktion entsteht durch Verschieben des Schaubildes der sin-
Funktion entlang der z-Achse um 7 /2 nach links, d. h. :

cosx = sin (x -+ g) bzw. sinz = cos (x — g) .

4. Die Sinus- und Kosinusfunktionen sind keine linearen Funktionen (d.h. es gilt nicht
sin(z +y) = sinz +siny bzw. cos(z +y) = cos x + cosy). Stattdessen gelten die frither
behandelten Additionstheoreme.



8.6. Die allgemeine Sinusfunktion

Unter einer allgemeinen Sinusfunktion versteht man eine Funktion f mit einer Funktions-
gleichung der Form f(x) = a-sin(b(z — ¢)) + d.

Dabei bezeichnet d den mittleren Funktionswert der Funktion, a (Amplitude) die maximale
Abweichung von diesem Mittelwert und ¢ den Beginn der , ersten® Periode. Die Periodenlénge
p ergibt sich aus der Beziehung p = 27” Ahnlich wie in Abschnitt 3.3 dieses Kapitels gewinnt
man das Schaubild einer allgemeinen Sinusfunktion durch Strecken, Stauchen und Verschie-
ben des Schaubildes der Sinusfunktion sin.

Beispiel: Die Funktion f mit f(x) = 2 sin(z + §)

8.7. Die Tangensfunktion

In der Mittelstufe wird der Tangens als Quotient aus Sinus und Kosinus (oder als Quotient
aus Gegenkathete und Ankathete in einem rechtwinkligen Dreieck) definiert:
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Entsprechend wird die Tangensfunktion tan durch die Zuordnung x — tan z definiert. Ihr
Definitionsbereich ist D = R\ {(2k + 1) - § | k € Z}, ihr Wertebereich W = R.
Das Schaubild der Tangensfunktion sieht folgendermaflen aus.




VI. Folgen und Reihen

1. Definition und Darstellungsarten
1.1. Folgen

Definition: Eine Zuordnung, die jeder natiirlichen Zahl n € N (oder Ny) eine reelle Zahl
a, zuordnet, heifit reelle Zahlenfolge.

Bezeichnungen:  (a,) = (ai;a9;a3;...5a,;...)
ay .. n-tes Folgenglied
no ... Index

Folgen lassen sich auf verschiedene Weise beschreiben. Wir erlautern die Moglichkeiten an
einem

Beispiel:
- verbale Beschreibung: Jeder natiirlichen Zahl wird ihre Quadratzahl zugeordnet.
- Zuordnungsvorschrift: n— a, = n? ; n €N
(explizite Darstellung) kurz: (an) = (n?)
n|1[2[3|4]|5
- Wertetabelle: o (11419116 =

- aufzéhlende Darstellung: (an) = (1;4;9;16;25; 36;49; .. .)

- graphische Darstellung:
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In obigem Beispiel wurde das n-te Folgenglied durch einen Term beschrieben, in dem der
Index n auftritt.

Vereinfacht ausgedriickt sind wir hier wie bei reellen Funktionen vorgegangen: Die abhéngige
Variable a,, (bei reellen Funktionen y) wurde mit Hilfe der unabhéngigen Variable n (bei
reellen Funktionen x) dargestellt.

Anders als bei reellen Funktionen kénnen Folgen jedoch auch durch Rekursion (Bezugnah-
me auf vorangehende Folgeglieder) definiert werden:

Beispiel: (Fibonacci-Folge)
Die Fibonacci-Folge wird rekursiv durch die Festlegungen
ay=1,a,=2 und aui0=0ay1+a,
definiert. Daraus lassen sich sémtliche Folgeglieder berechnen:



ap = 1
ay = 2
a3 = as+a;=24+1=3
as = a3+ as=34+2=5
as = a4 +a3=54+3=8
In aufzihlender Darstellung ergibt sich also (an) = (1;2;3;5;8;13;...)

1.2. Reihen

Definition: Summiert man jeweils die ersten n-Folgeglieder einer reellen Zahlenfolge (a,)
und bezeichnet man diese Summe mit s, = a; + as + ... + a,, so erhilt man
eine neue Folge, die (unendliche) Reihe (s,,) = (a1 +as + ... + a,).
Dabei wird s,, als n-te Teilsumme bezeichnet.

Beispiel: Die Reihe (s,) zur Folge (a,) = (n?) erhiilt man wie folgt:
s1=a; =1
So=a;+axs=1+4=5
53:a1+a2+a3:1+4+9:14
Sa=a1+ay+azs+as=1+4+9+16 =230
In aufzéhlender Darstellung ergibt sich (s,) = (1;5;14;30; 55; .. .)

Beachte: Reihen sind Folgen, die auf eine besondere Art gebildet wurden.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die im Beispiel behandelte Reihe (s,) die explizite
Darstellung (s,) = (%) besitzt.

Zur Ersparnis von Schreibarbeit vereinbart man fiir Summen die folgende Schreibweise
Z arp = @ +a+agot ...+ apoy+an (wol,m € Nund [l <m)

Dabei bezeichnet man ¥ (grofies Sigma) als Summenzeichen und k als Summationsin-
dex. Der Wert [ entspricht dem Index des ersten Summanden, m dem Index des letzten
Summanden.

Beispiel: Fiir die oben eingefiihrte Reihe (s,,) gilt
51 = Z/lgzl ar = leezl k?
82 = 22:1 A = Zi:l k?
53 = 22:1 ar = 22:1 k?
54 = Zi:l ar = Zi:l k?

also allgemein s, = 0 ap =Y [, k.



2. Spezielle Folgen
2.1. Arithmetische Folgen und Reihen

Arithmetische Folgen

Beispiel: Oma Maier legt zur Geburt ihrer Enkelin 1000 DM in einen Sparstrumpf. Jedes
Jahr zum Geburtstag legt sie 50 DM dazu. Wieviel bekommt die Enkelin an
ihrem 18. Geburtstag ausbezahlt?

Jahr 0 1 2 3
Summe || 1000 | 1050 | 1100 | 1150

Ap+1 = 0An + 50 <~ Ap4+1 — QG = 50

aig = 1000 DM + 18 - 50 DM = 1900 DM
Sie bekommt also 1900 DM.

Definition: Eine Folge (a,,) heifit arithmetische Folge, wenn die Differenz d zweier auf-
einanderfolgender Folgenglieder konstant ist, also fiir alle n € N die Beziehung
Qpy1 — G = d  gilt.

Der Name ,,arithmetische Folge“ kommt daher, dass jedes Folgenglied das arithmetische Mit-
tel seiner beiden Nachbarn ist:
Upt1 — Ap = QAp — Gp—1 (: d) ‘ + ap + ap—1
pi1+ a1 = 2ay, | :2

Ap+1 + Ap—1
2

—_= an

Satz: Kennt man bei einer arithmetischen Folge die Differenz d und das erste Folgeglied a1,
so kann man jedes beliebige Folgenglied direkt aus diesen Angaben berechnen. Fiir
das n-te Folgenglied a,, gilt dabei ap=a;+(n—1)-d.

Beispiel: a;, =7, d=1,5

an=a1+(n—1)-d
(an) = (1,5-n+5,

—74+1,5-(n-1)=1,5-n+5,5
5) = (7; 8,5; 10; 11,5; 13;...)

Arithmetische Reihen

Definition: Unter einer arithmetischen Reihe versteht man eine Reihe, die aus einer arith-
metischen Folge gebildet wurde.

Beispiel: Die Reihe (s,,) = (>_;_, k), die jeder natiirlichen Zahl n die Summe der Zahlen von
1 bis n zuordnet, ist eine arithmetische Reihe. Sie lédsst sich aus der arithmetischen
Folge (a,) = (n) mit a; = 1,d = 1 gewinnen.

Auch bei arithmetischen Reihen lésst sich eine Darstellung angeben, in der man durch Ein-
setzen des Indexes n sofort die n-te Teilsumme s,, erhélt.



Beispiel: Bei der Bestimmung einer nur von n abhéngenden Darstellung der Reihe
(sn) = (3_p_; k) wendet man folgenden Trick an:
Wir schreiben die Teilsumme s,, zweimal in verschiedener Reihenfolge auf:

S = 1 + 2 + 3 4+ ...+ n

s, = n +n-1+4+n-2 4+ ... + 1

2.5, = n+1 + n+1l + n+l + ... + n+l = (n+1)-n
Daraus ergibt sich Sn = gt b = n(n2+1)

Insbesondere erhélt man beispielsweise als Summe der natiirlichen Zahlen von
1 bis 100 den Wert S100 = 21160:01 k= 10%—101 = 5050.

Ein entsprechendes Vorgehen liefert allgemein den folgenden

Satz: Die Summe der ersten n Folgenglieder einer arithmetischen Folge ist das n-fache des
arithmetischen Mittels aus dem ersten und letzten Summanden:

n
a + an
Sy = E a, = n-
2
k=1

Beispiel: Die Summe aller geraden Zahlen bis zum Wert 2n ergibt sich aus

- 242
Sn:E 2-k = n- —;n:n-(n+1)
k=1

Insbesondere ist die Summe aller geraden Zahlen bis 100:
ss50 = 50 - 51 = 2550

2.2. Geometrische Folgen und Reihen

Geometrische Folgen

Beispiel: Ein Frosch springt iiber eine Strafie. Beim ersten Sprung springt er 1 m. Dabei
ermiidet er, so dass er bei jedem folgenden Sprung nur noch 2/3 des vorigen
Sprungs erreicht.

Sprung 1 2 3 4
o] 2 524 [ 2.2_3X%
Weite in m || 1 3 ii=a | 39—
Qn ay |Gz =301 | A3 = 3042 | G4 = 3 -03
2 an+1
Upi1 = = -Gy — — = - (fura, #0)
3 a, 3

Definition: Eine Folge (a,) heiit geometrische Folge, wenn der Quotient ¢ zweier auf-
einanderfolgender Folgenglieder konstant (aber # 1) ist. Fiir alle n € N gilt
dann die Beziehung o =g £ 1



Der Name ,geometrische Folge“ kommt daher, dass der Betrag jedes Folgengliedes (fiir
n > 2) das geometrische Mittel der beiden Nachbarn ist:

Ap+t1 o Ap (
Qp an—1

Unt1 - Gp1 = G N
|an| = V0O0n41 - Gp-1
Satz: Kennt man bei einer geometrischen Folge das Anfangsglied a; und den Quotienten

¢, so kann man jedes beliebige Folgenglied direkt aus diesen Angaben berechnen.
Fiir das n-te Folgenglied a,, gilt dabei a, = ap - ¢" L.

ZQ) |'an'an—1

Beispiel: a; =4, ¢=1,5
ap =4-1,5""
(an) = (4; 6; 9; 13,5; 20,25; 30,375;...)

Anwendung:

Oma Miiller legt zur Geburt ihres Enkels 1000 DM auf einem Sparbuch mit 5% Zinsen an.
Sonst zahlt sie nichts mehr ein. Wieviel Geld bekommt der Enkel an seinem 18. Geburtstag?

ar = 1000 + 251000 = (14 55) 1000 = 1050

a; = 1050 + 351050 = (1+355)1050 = (1+35)-(1+ 5)-1000
2
— (1+1100) 1000
an = (1+35)" 1000
18
as = (1+%) 1000 = 2406, 62

Der Enkel bekommt 2406,62 DM.
Allgemein:
Ein Kapital der Héhe K, wird jiahrlich mit p% verzinst, die Zinsen werden wieder weiterver-

zinst. Dann betréigt der Kontostand nach n Jahren K, = Ko (1 + 15 )" (vel V.6).

Geometrische Reihen

Definition: Unter einer geometrischen Reihe versteht man eine Reihe, die aus einer
geometrischen Folge gebildet wurde.

Beispiel: Die Reihe (s,) = (3_p_; ar) = (3p_;(3)F1), die jeder natiirlichen Zahl n den
gesamten im Froschbeispiel nach n Spriingen zuriickgelegten Weg zuordnet,
ist eine geometrische Reihe.



Satz: Bei geometrischen Reihen lésst sich die n-te Teilsumme s,, mit Hilfe der folgenden
Formel berechnen:

Sn = Zal'qk_l = al'q —

k=1 4

Beispiel: Im Froschbeispiel hat der Frosch nach 6 Spriingen die Strecke

1
fir g # 1

6

2., (=1 665
= - == =_—x274
% 3) 21 w3
k=1 3
zuriickgelegt.

3. Eigenschaften von Folgen
3.1 Monotonie

Definition: Eine Folge (a,) heifit

monoton wachsend, wenn fiir alle n € N die Beziehung a,, < a,. gilt.

streng monoton wachsend, wenn fiir alle n € N die Beziehung a,, < a,.1 gilt.
monoton fallend, wenn fiir alle n € N die Beziehung a,, > a,. gilt.

streng monoton fallend, wenn fiir alle n € N die Beziehung a,, > a,.1 gilt.

Beispiele: a) Im Froschbeispiel ist jedes Folgenglied kleiner als das vorige. Diese Folge
ist also streng monoton fallend.
b) Die Kontostédnde bei Oma Miiller und Oma Maier nehmen jedes Jahr zu.
Die dazugehorige Folgen sind daher streng monoton wachsend.

o) n—yilan) =(3) = Lgig:5i55 )
Graphische Darstellung;:
1/n
T ol
0 } j j j j j j j j -
1 5 10 N

Vermutung: Die Folge (a,) ist streng monoton fallend.

Beweis:  n < n+1 | :n(>0)
+1
1 < = |+ (n+1)(> 0)
n
1 1 .
< - , also a,y1 < a, firallen € N
n+1 n

Damit ist die Vermutung bewiesen.

Bemerkung: Bei Folgen muss keine Monotonie vorliegen. So ist beispielsweise die Folge
(an) = ((—=1)™) weder monoton steigend, noch monoton fallend.



3.2. Beschrianktheit

Definition: Eine Folge (a,,) heifit
- nach oben beschrinkt, wenn es einen bestimmten Wert S, (obere
Schranke) gibt, so dass fiir alle n € N die Ungleichung a, < S, gilt.
- nach unten beschrinkt, wenn es einen bestimmten Wert S, (untere
Schranke) gibt, so dass fiir alle n € N die Ungleichung a, > S, gilt.
- beschriankt, wenn sie nach unten und nach oben beschrénkt ist.
Beispiele: a) n— 1  (a,)=(2)=(1;3:5:7;-")
Fiir alle n € N gilt: 0—%3% ggzl
Die Folge () besitzt daher die obere Schranke S, = 1 und die untere
Schranke S, = 0. Mithin ist (+) beschrénkt.
b) n—n+1 ;5 (an)=(n+1)= (%345 )

Fir allen e Ngilt: 1 <n+1

=a, =

3=

Die Folge (n + 1) besitzt daher die untere Schranke S, = 1 und ist insbe-
sondere nach unten beschrankt

(Beachte: ,Die“ untere Schranke einer Folge ist nicht eindeutig bestimmt.
Im Beispiel hétte man genauso gut S, = 2 oder S, = —55 wihlen kénnen).

c) Jede monoton wachsende Folge (a,) ist nach unten beschrankt. Sie besitzt
die untere Schranke a;.

Bemerkung: Bei Folgen muss keine Beschrianktheit vorliegen. So ist etwa die Folge
(a,) = ((=1)™ - n?) weder nach oben, noch nach unten beschriinkt.

3.3. Konvergenz und Divergenz
Wir betrachten zunéchst das folgende
Beispiel: n— - (a,) = (G25) = (3:3;3; 35 ...)

Diese Folge nahert sich der Zahl 1 immer mehr an.
Graphische Darstellung;:

An

SV
I
T

W
I
T
[ J

W=

Y




Definition: Eine Zahl g heifit Grenzwert der Zahlenfolge (a,) genau dann, wenn es zu
jedem € > 0 einen Index ng gibt, so dass fiir alle n > ngy gilt:
la, —g| < e.

Schreibweise: lim a, = ¢

n—oo

Besitzt eine Zahlenfolge einen Grenzwert g, so sagt man auch, die Folge
konvergiert gegen den Grenzwert g.

In Worten: Zu jeder (noch so kleinen) Zahl € gibt es einen Index ny, so dass alle Folgenglieder
der Folge mit einem Index n > ng von dem Grenzwert g einen kleineren Abstand als € ha-
ben. Man sagt auch: Nur endlich viele Folgenglieder liegen auflerhalb des ,,e-Schlauchs® um g.

Bemerkung: Je kleiner man ¢ wahlt, umso grofler ist i.A. ng zu wéhlen, d.h. umso mehr
Folgenglieder liegen auflerhalb des e-Schlauchs.
Wichtig ist nur: Ab einer Stelle liegen alle folgenden Glieder innerhalb des
e-Schlauchs.
In obigem Beispiel sieht man etwa, dass die Folge (a,) = (;}7) gegen den Wert 1 konvergiert:
Wiéhlt man wie in der graphischen Darstellung € = %, so liegen ab ny = 6 alle Folgenglieder
innerhalb des ,,%—Schlauchs“ um die Zahl 1. Aulerhalb des ,,%-Schlauches“ findet man nur
endlich viele Folgeglieder, namlich die Glieder a; bis as.
Entsprechend ist fiir e = ﬁ die Wahl ng = 1000 zu treffen, damit alle nachfolgenden Glie-

der innerhalb des ﬁ—SChlauChes um die Zahl 1 liegen.

Bemerkung: Eine Folge muss nicht konvergieren. So konvergiert beispielsweise die Folge
((—=1)™) nicht.
Nicht-konvergente Zahlenfolgen heiflen divergent.

Zur Kldrung der Frage der Konvergenz einer Folge gehen wir wie in folgendem Beispiel vor:

2n2
3 5 15 26

L. Berechnung einiger Folgeglieder: (a,) = (1; 5; 55 5 5 ---)

Beispiel: (a,) = (

2. Formulierung einer Vermutung:  Der Grenzwert liegt bei g = %

3. Untersuchung, ob die Differenzfolge (a,, — g) eine Nullfolge (d.h. eine gegen
Null konvergierende Folge) ist:



n2—(—1)” 1
‘ 2n2 2 < €
n2_(_1)n_n2
‘ 2n? < €
(=1
’ 2n? < €
1
ﬁ < €
1
- < 2m?
€
1
— < n

Folgerung: Wenn ng grofler als \/%76 gewdhlt wird, befinden sich sdmtliche Folge-

glieder a,, mit n > ng im e-Schlauch um den Grenzwert g = %

Damit gilt: lim e el LA

n—oo

2n?2 2°

Satze iiber konvergente Zahlenfolgen:

— Eine Zahlenfolge kann hdchstens einen Grenzwert haben.

— Jede monoton wachsende (bzw. fallende) und gleichzeitig beschriankte Folge ist konver-
gent. Der Grenzwert entspricht der kleinsten oberen (grofiten unteren) Schranke der
Folge.

— Jede konvergente Zahlenfolge ist beschrankt (wie das Beispiel (a,) = ((—1)") zeigt,
gilt die Umkehrung i.A. nicht).

— Jede Teilfolge einer gegen den Grenzwert g konvergierenden Folge konvergiert ebenfalls
gegen den Grenzwert g.



VI1I. Kurven und Gleichungen von Kegelschnitten

1. Einfiihrung
1.1. Zielsetzung

In Kapitel V. haben wir gesehen, dass sich bestimmte Punktmengen /Kurven im kartesischen
Koordinatensystem mit Hilfe von Funktionsgleichungen y = f(z) beschreiben lassen. So
konnte beispielsweise gezeigt werden, dass die Punkte einer jeden nicht zur y-Achse parallelen
Gerade stets eine Gleichung der Form y = ma + c erfiillen. In diesem Kapitel wollen wir
diese Uberlegungen wieder aufgreifen und versuchen die Punktmengen weiterer geometrischer
Objekte durch Gleichungen mit 2 Variablen x und y auszudriicken.

1.2. Relationaler Zusammenhang

Einfache Beispiele zeigen dabei, dass die Gleichung eines geometrischen Objektes im Allge-
meinen keine funktionale Beziehung zwischen den Variablen z und y darstellt:

So findet man zum Beispiel bei einem Kreis zwei Punkte mit gleichem z-Wert und bei ei-
ner Parallelen zur y-Achse sogar unendlich viele Punkte mit gleicher z-Koordinate. Da eine
Funktion jedem z-Wert jedoch genau einen y-Wert zuordnet, konnen in diesen Féllen keine
Funktionsgleichungen vorliegen. Die zu bestimmenden Gleichungen liefern daher lediglich
eine relationale Beziehung.

N

= Funktion

= keine Funktion

2. Gleichungen zu geometrischen Objekten
2.1. Geraden

Die Gleichung einer Geraden haben wir im Wesentlichen schon in Kapitel V.2. behandelt.
Problematisch waren hier lediglich Geraden, die parallel zur y-Achse verlaufen. Diese werden
bei der Darstellung der Geradengleichung in der sogenannten allgemeinen Form beriick-
sichtigt:

ax+by = 1 (allgemeine Form)

Mogliche Falle:
1. Fall a # 0,b # 0:  Unter dieser Voraussetzung erhélt man durch Umformung

ar +by =1 | —ax
by=1—ax |:b
1 a
y=-—x



und nach Umbenennung (¢ = %, m = _%)

y=mx+c (Normalform)

Es liegt also der ,iibliche” Fall vor, in dem die beschriebene Gerade
zu keiner der Koordinatenachsen parallel ist.

2. Falla=0,0#0  Ein Vorgehen wie im ersten Fall liefert hier die Gleichung

y=c (Normalform mit m = 0).

Die Gerade besteht also aus allen Punkten, die den y-Wert ¢ besitzen.
Mithin ist die Gerade eine Parallele zur z-Achse.

3. Falla#0,b=0 Dieser Fall erfasst die Geraden, die sich nicht in Normalform dar-
stellen lassen. Fiir die allgemeine Form gilt hier

Die Gerade besteht also aus allen Punkten, die den z-Wert % besitzen.
Mithin ist die Gerade eine Parallele zur y-Achse.

Bemerkung: Im 1. Fall a # 0,0 # 0 lédsst sich die Gerade auch in der sogenannten
Achsenabschnittform

r oy
7
c+d

angeben. Dieser Form kann man sofort die Schnittpunkte S(0|d) und T'(¢|0)
der Geraden mit den Koordinatenachsen entnehmen.

Beispiel: Das Schaubild der Gleichung £ + £ = 1 ist:

L Y

F




2.2. Kreise

Benutzt man zum Zeichnen eines Kreises einen Zirkel, so stellt man an diesem zunéchst
einen bestimmten Abstand r (den Radius) ein, sticht in den Mittelpunkt M und zeichnet
die Kreislinie.

Der Kreis ist daher der geometrische Ort aller Punkte in der Ebene, die vom
Mittelpunkt den Abstand r haben.

Da wir diesen Sachverhalt zur Bestimmung der Kreisgleichung nutzen wollen, miissen wir
zunéchst kldren, wie man den Abstand zwischen zwei Punkten im Koordinatensystem aus-

driicken kann:

Abstand zweier Punkte im Koordinatensystem

Satz: Fiir den Abstand d zweier beliebiger Punkte P(xo|yo) und Q(z1|y1) gilt

d =PQ= /(v1 —20)® + (y1 — )2
Beweis: Mit den in der Zeichnung eingefiihrten Bezeichnungen gilt fiir das rechtwinklige

y1 Q

Dreieck PRQ nach dem Satz des Pythagoras:
) 3 d2 _ (1’1 . x0)2 + (y1 o y0>2

Die Abstandsformel ergibt sich nun durch
vo e beidseitiges Wurzelziehen. U

Beispiel: Der Abstand der Punkte P(0,5|1) und Q(4,5/4) betréigt

d=+/(4,5-0,5)24+ (4 —-1)2 =16 +9 = 5.

Kreisgleichungen

Mit Hilfe dieser Formel kénnen wir nun auch die Kreisgleichung bestimmen. Wie wir oben
festgestellt haben, besitzt jeder Punkt P(x|y) auf dem Kreis um den Mittelpunkt M (2 |yar)
mit Radius » von M den Abstand 7:

r=MP=\/(x—xm)?+ (y — yu)?

Quadriert man diese Gleichung, so erhélt man

(r —am)® + (y —ym)? =12 (Normalform)

Beispiele: a) Die Punkte P(x|y) auf dem Einheitskreis erfiillen die Gleichung x? + y? = 1.
b) Die Punkte P(z|y) auf dem Kreis um den Mittelpunkt M (1]2) mit Radius 3
miissen die Gleichung (z—1)2+(@y—22=9 erfiillen.
Der Punkt Q(12]22) liegt auf diesem Kreis, da



(Mo (2= (2 (2P0 o s
Der Punkt R(2|5) liegt hingegen nicht auf diesem Kreis, da
2-12+(5-22=124+32=10£9 ist.

Der Normalform der Kreisgleichung kann man leicht den Mittelpunkt M (xps|yas) und den
Radius r entnehmen. Multipliziert man die Normalform aus und fithrt man die Umbenen-
nungen a = —2x,7,b = —2yy und ¢ = x3, + y3, — r? durch, erhilt man die allgemeine
Form der Kreisgleichung:

> +yP+ar+by+c=0 (allgemeine Form)

Von der allgemeinen Form zur Normalform

Hat man eine Kreisgleichung in der allgemeinen Form gegeben, so kann man Mittelpunkt
und Radius des Kreises nicht so einfach ablesen.
Man muss dann durch quadratische Ergénzung die Normalform herstellen.

Beispiel: P +2r+1y -8y +8 = 0
420+ (1-1)+y* -8y +(16 -16) +8 = 0

(. J/

(z°+2z +1) =1 + (y¥*—8y +16) =16 +8 = 0
——— ~
(z+1)? (y—4)?
(x+1)* + (y—4)? —1-16+8 = 0
(@+D)* + (y—49* =9
Die Gleichung beschreibt also den Kreis mit Mittelpunkt M (—1|4) und Radius
r=3.
2.3. Ellipsen

Ellipsen entstehen durch Strecken oder Stauchen eines Kreises in Richtung der Koordina-
tenachsen.

Beispiel: Streckt man etwa den Einheitskreis mit dem Faktor 2 in Richtung der y-Achse,
so erhélt man folgende Ellipse:

Die ElTTpse mt der O eichung 4x 2+y 2=4

-1.5 - -




Folgende Uberlegung fiihrt auf die Gleichung, die diese Ellipse beschreibt:
Teilt man die y-Werte aller Punkte, die auf der Ellipse liegen, (wieder) durch 2
und zeichnet diese Punkte in das Koordinatensystem ein, so erhélt man den
Einheitskreis.

Yy

2
Folglich erfiillen die Punkte der Ellipse die Gleichung 2* + (5) = 1.

Entsprechendes ergibt sich, wenn man den Kreis in Richtung der z-Achse dehnt.

Beispiel: Wird der Einheitskreis in Richtung der y-Achse mit dem Faktor 3 und zusétz-
lich noch in Richtung der z-Achse mit dem Faktor 5 gedehnt, so erhélt man die
Ellipse mit den Halbachsenléngen 3 und 5. Die Halbachsenléngen geben
dabei den Abstand der Koordinatenschnittpunkte der Ellipse vom Ursprung an.
)

2 2
Die Gleichung, die diese Ellipse beschreibt, lautet dann (g) + <§> = 1.

Dem Beispiel entnehmen wir, dass im Nenner der Summanden der Ellipsengleichung gerade
die Halbachsenldngen der Ellipse stehen:

Jede (nicht verschobene und nicht gedrehte) Ellipse um den Ursprung mit den Halbach-

N\ 2 U 2
senldngen a und b (a,b > 0) ldsst sich durch eine Gleichung der Form <—> + <E> =1
a

beschreiben.

Anmerkung: Die Ellipse besitzt - dhnlich wie der Kreis - eine sie definierende Eigenschaft:

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte in der Ebene, bei denen die
Summe der Abstidnde von zwei festen Punkten (Brennpunkten) immer gleich ist.

Diese Eigenschaft wird bei der sogenannten ,Gdrtnerkonstruktion benutzt, mit der man
ellipsenférmige Blumenbeete anlegen kann: Man nimmt ein Seil, schldgt zwei Pflocke in den
Boden und befestigt das Seil mit beiden Enden an den Pflcken. Wenn man nun einmal um
die Pfocke herumléduft und das Seil dabei stets gespannt hélt, erhédlt man eine Ellipse.

2.4. Parabeln

Dreht man das Schaubild der Normalparabel mit Funktionsgleichung y = 2% um 90° im
Uhrzeigersinn, so erhélt man folgende Kurve:




Statt das Schaubild um 90° zu drehen, hitte man es auch an der 1. Winkelhalbierenden spie-
geln kénnen. Dies entspricht dem Vertauschen der Variablen 2 und y in der Gleichung y = 2.
Das neue Schaubild wird somit durch die Gleichung x = y? beziehungsweise x — 3*> = 0 be-
schrieben.

2.5. Hyperbeln

Wie gesehen, beschreibt die Gleichung 22 4+ y? = 1 eine Kurve in der Koordinatenebene -
den Einheitskreis. Wir wollen nun klaren, welche Kurve man erhélt, wenn man in der Glei-
chung 22 durch —2? oder y? durch —y? ersetzt.

Betrachten wir die Gleichung —z? + 3* = 1.
Lost man die Gleichung nach y auf, so ergibt sich

—2?+y? =1 |+
v =2+1

= y =+ vat+1

Durch Einsetzen einiger z-Werte erhélt man folgende Wertetabelle:

r] 1 2 3 4 5
y | £v2 | V5 | V10 | £V/17 | /26

Schliefflich kann man sich noch fragen, wie das Schaubild fiir sehr grole Werte von x verlauft.
Da sich die Wurzeln zweier sehr grofier benachbarter Zahlen kaum unterscheiden (z.B.
V10001 = 1/10000), verhilt sich das Schaubild fiir grofie z-Werte wie das Schaubild der
Gleichungen y = +v22 = =+2. Mit anderen Worten: Die zwei Winkelhalbierenden y =
und y = —x sind Asymptoten der Kurve —2% 4 y? = 1.

Die Gleichung —? + y? = 1 beschreibt somit eine Hyperbel:

Die Hyperbel mt der G eichung -x"2+y"2=1

P

Anmerkung: Das Schaubild der Hyperbel entsteht durch Drehung gegen den Uhrzeiger-

1
sinn um 45° aus dem Schaubild der Funktion f mit f(z) = —.
T



Entsprechend beschreibt die Gleichung 2% — y? = 1 eine Hyperbel, die aus
1

dem Schaubild der Gleichung y = — durch Drehung um 45° im Uhrzeiger-
x

sinn entsteht.

3. Zusammenfassung

Gleichungen der Form ax® +bry+cy* +dr+ey+ f = 0, in denen die Variablen z
und y hochstens quadratisch auftauchen, liefern (bis auf wenige , ausgeartete Ausnahmen)
als Schaubilder in einem kartesischen Koordinatensystem die oben behandelten Kurven:

eine Gerade (wenn keine quadratischen Glieder auftauchen)

einen Kreis oder eine Ellipse

eine Parabel

eine Hyperbel

Man nennt solche Kurven Kegelschnitte, weil sie durch Schnitt eines Kegels beziehungs-
weise Doppelkegels mit einer Ebene entstehen.

Im Allgemeinen ist es schwierig herauszufinden, welcher Typ von Kegelschnitt vorliegt.
In einfachen Fillen hilft aber bereits quadratische Ergénzung:

Beispiel: An der Gleichung 2% — 2z —y?> —4y —4 = 0 kann man nach quadratischem
Ergénzen den Typ erkennen:

* =2z — (P +4y+4) = 0

2?22 +(1—-1) — (¥’ +4y+4) = 0
(2° =20 +1)— (Y’ +4y+4) -1 = 0
(-1 - (y+2?2-1 = 0
(-1 = (y+2)?* = 1

An den verschiedenen Vorzeichen vor den quadratischen Termen erkennt man,
dass es sich um eine verschobene Hyperbel handelt.

Bemerkung: Die Hyperbel entsteht aus der Gleichung 2 — y*> = 1 durch Verschieben
in z-Richtung um +1 und in y-Richtung um —2.



